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1 はじめに

四色定理は，すべての平面グラフが 4-彩色可能（隣接
頂点が同色にならないように，4色で頂点が彩色できる）
という定理である．四色定理を証明するためには，最小
反例が存在しないことを示せばよい．
本研究では 1976年に初めて四色定理を証明したAppel，

Haken[1, 2] と同じ方針に基づく N. Robertson ら [4] に
沿って四色定理の証明を追う．
また，平面上の四色問題と球面上の四色問題は等価で
あるため，本研究は球面上で四色問題を考える．
最小反例が存在しないことを示すために，好配置とよ
ばれる 633個のグラフを定義する．まず，最小反例に好
配置が現れれば，その彩色が部分グラフの彩色に帰着す
ることを示す．したがって，最小反例には好配置は現れ
ない．次に，放電法の技法により，最小反例が必ず好配
置を含むことを示す．両者は矛盾し，したがって最小反
例の存在が否定される．証明において，単調で膨大な部
分にはコンピュータを用る．本研究では，コンピュータ
を導入する前段階までの証明を確認し，証明全体の構成
を検討する．

2 好配置の集合

論文を通して，Σを定められた二次元球面であるとする．
図形 Gは閉集合 U(G) ⊆ Σ と有限集合 V (G) ⊆ U(G)
の組 (U(G), V (G))で，次の性質を満たす．
（i）U(G)−V (G)は有限個の連結成分から成る．各連
結成分を辺と呼ぶ．
（ii）辺 eの閉包 ēは弧で，ē − eは ēの相異なる 2点
から成る．

V (G)の要素をGの頂点と呼ぶ．辺の集合をE(G)と表
す．vが ēの端点なら，辺 eと頂点 vは接するという．こ
の関係はグラフ (V (G), E(G))を定める．以下，図形Gを
グラフとみなし，グラフ理論的記述を併用する．規約 (ii)
よりGはループを含まない．頂点 vの次数は，それと接す
る辺の数で，d(v)または dG(v)にで表す．V (G) ⊆ V (H)
かつ E(G) ⊆ E(H)なら，図形 Gは図形 H の部分グラ
フという．E(G)が，V (G)の頂点を結ぶ H の辺全体か
らなるとき，GをH の誘導部分グラフという．

Σ − U(G)の連結成分を Gの面という．v ∈ r̄ならば，
面 rと頂点 vは接するという．e ⊆ r̄ならば，面 rと辺 e

は接するという．境界が n個の辺と頂点からなる面を，n

角形という．三角グラフは，すべての面が三角形である
図形である．
|V (T ′)|+ |E(T ′)| < |V (T )|+ |E(T )|を満たすすべての
図形 T ′ が 4-彩色可能なら，図形 T を四色定理の最小反
例という．四色定理を証明するために，我々は，最小反
例が存在しないことを示す．
球面から長さmの閉路 C を除いた集合 Σ − C は二つ

の連結成分 ΣN ,ΣS から成る．

VC = V ∩ C, VN = V ∩ ΣN , VS = V ∩ ΣS

と置き，誘導グラフGN = G(VC∪VN ), GS = G(VC∪VS)
を考える．このとき次の命題が成り立つ．

［命題 2.1］m ≤ 4かつmin{|VN |, |VS |} ≥ 1，あるいは
m = 5かつ min{|VN |, |VS |} ≥ 2なら，Gの彩色は
GN , GS の彩色に簡約される．//

命題の条件を満たす閉路を短閉路と呼ぶ．命題 2.1から
直ちに次の定理を得る．

［定理 2.1］最小反例は，連結かつ短閉路を持たない三
角グラフである．//

図形Gの 1つの面 rを指定し，面内の 1点を除いた球面
を R2 に Riemann射影すれば，平面グラフを得る．面 r

を無限面，その他の面を有限面と呼ぶ．準三角グラフは，
すべての有限面が三角形の連結平面グラフである．
配置Kは，準三角グラフG(K)と写像 γK：V (G(K)) →

Z+（Z+は非負整数）により定義され，以下の性質を持つ．
（i）すべての頂点 vについて，G(K)\vの連結成分の
数は 2 以下である．また，その連結成分の数が 2 なら，
γK(v) = dG(K)(v) + 2である．
（ii）頂点 v が無限面に接していなければ γK(v) =

dG(K)(v)．接していれば，γK(v) > dG(K)(v)である．ど
ちらの場合でも γK(v) ≥ 5である．
（iii）K はリングサイズ ≥ 2を持つ．ここで，リング
サイズは Σv(γK(v)− dG(K)(v)− 1)である．総和は無限
面と接しG(K)\vが連結であるすべての頂点 vにわたる．

G(K)を G(L)に移す Σの同型写像 ϕで，γL(ϕ(v)) =
γK(v)となるものが存在するとき，2つの配置K と Lは
同型であるという．
配置Kが三角グラフ T に現れるとは，G(K)が T に誘
導部分グラフとして，G(K)の有限面が T の面となるよう
に埋め込むことができ，さらにすべての頂点v ∈ V (G(K))
について γK(v) = dT (v)が成立することである．

Robertsonら [4]は 633個の配置からなる集合を構成し，
その要素と同型な配置を好配置と呼んだ．そして，次の
2つの定理を証明した．
［定理 2.2］最小反例には，好配置は現れない．//

［定理 2.3］短閉路を含まない三角グラフには，好配置
が現れる．//

定理 2.1，定理 2.2と定理 2.3から，最小反例が存在しな
いことになり，四色定理は真となる．

3 可約配置

配置 K の無限面に K のリングサイズの長さを持つ閉
路Rをとる．Kの free completion Sは V (S) = V (K)∪



V (R)，dS(v) = ΓK(v)(v ∈ K)を満たす唯一の準三角グ
ラフである．
以下が成り立てば，準三角グラフ Sは，リングRよる

Kの free completionであるという．すべての配置が free
completionを持つことがわかる．
次に，閉路Rの 4-彩色の集合に関する適合性の概念に
ついて，説明する．適合的な彩色集合とはRを無限面の
境界とする準三角グラフの彩色からある種の規則によっ
て，誘導された彩色を R に制限したものの集合である．
紙面の都合でこの概念を具体的に定義することができな
いので，その重要な性質を述べるにとどめる．
（i）空集合は適合的である．
（ii）適合的な集合の和集合は適合的である．
（iii）T が準三角グラフで，Rはその無限面の境界とす
る．T の彩色を Rに制限したもの全体は適合的である．

S をリング Rが付随する配置K の free completionと
する．Γ∗ を Rの 4-彩色全体の集合とする．Γを S の 4-
彩色をRに制限したもの全体の集合とする．Γ

′
を Γ∗−Γ

に含まれる最大の適合的彩色集合とする．（これは，性質
（i），（ii）より矛盾なく定義できる．）
配置K が D可約であるとは，Γ

′
= ∅となることであ

る．明らかに，D可約な配置が最小反例に現れない．
これまでの記号を踏襲して，X ⊆ E(S)−E(R)が空で
ないとし，S で，X に属する辺をすべて縮退させてでき
たグラフを S′ とする．S′ の彩色を Rに制限したもの全
体の集合を Γ

′′
が Γ

′′ ⊆ Γを満たすとき，配置K は C可
約であるという．最小反例にはC可約な配置に現れない，
ということは明らかである．
コンピューターにより，633個の好配置の free comple-

tionに関する彩色を調べることにより，次の定理を得る．
［定理 3.2］好配置はすべて D可約か C可約である．
以上により，最小反例は好配置は現れない．よって，定
理 2.2は証明された．

4 不可避集合

以下の性質を満たす配置W を車輪という．
（0）G(W )は頂点 wと 2つの閉路 C1, C2 を持つ．
（i）{w}, V (C1), V (C2)は，互いに素で，それらの和集
合は V (G(W ))である．
（ii）C1とC2はG(W )の誘導部分グラフであり，U(C2)
は G(W )の無限面の境界である．
（iii）wは，C1のすべての頂点と接し，C2のいかなる
頂点とも接しない．//

wを車輪の軸という．次の Birkhoff[3]の結果は重要で
ある．

［定理 4.1］短閉路を持たない三角グラフ T で，頂点 v

を軸とする唯一の車輪が T に現れる．そして，5 ≤
|V (C1)| ≤ |V (C2)|．//

放電器 P は，4つ組（K, r, s, t）である．
（i）K は，配置である．
（ii）rは，正の整数である．
（iii）sと tは，G(K)の相異なる隣接した頂点である．

（iv）すべての頂点 v ∈ V (G(K))について，G(K)に
おける s, v間，t, v間の距離は ≤ 2である．
放電器 P について，r(P ) = r，s(P ) = s, t(P ) = t,

K(P ) = K と書く．そして，rを放電量，sをソース，t

をシンクと呼ぶ．
放電器 P が三角グラフ T に現れるとは，配置K(P )が

T に現れることである．放電器 P が車輪W が現れると
は，配置K(P )がW に現れることである．

Robertsonら [4]は 32種類の放電器からなる無限集合
Πを定義した．車輪W について，NΠ(W )を，

NΠ(W ) = 10(6 − γW (w)) +
∑

t(P )=w

r(P ) −
∑

s(P )=w

r(P )

で定義する．総和は条件を満たすΠの放電器全体にわた
る．次の定理が成り立つ．

［定理 4.3］短閉路をもたない三角グラフには，
NΠ(W ) > 0なる車輪W が現れる．//

［定理 4.4］NΠ(W ) > 0なる車輪W には必ず好配置が
現れる．//

主定理 2.3は，定理 4.3と定理 4.4からただちに導かれる．
定理 4.4 を次の 3 つの定理に分ける．W の軸を w と
して，
（i）dW (w) ≤ 6の場合，
（ii）7 ≤ dW (w) ≤ 11の場合，
（iii）dW (w) ≥ 12の場合．
（i）と（iii）は手で証明される．（ii）はコンピュータを
用いて証明されている．

5 おわりに

本研究では，N.Robertsonら [4]による四色定理の証明
を検討した．まず，最小反例に好配置が現れれば，その
彩色が部分グラフの彩色に帰着することを示し，定理 2.2
を証明した．次に，放電法の技法により，最小反例が必
ず好配置を含むことを示し，定理 2.3を証明した．それ
により，矛盾する結果を導き，最小反例の存在を否定す
ることができた．
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