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1 はじめに

昨年の刀根 [2]では，Weierstrass法で，精度の良い近
似解を求め Smithの定理でその精度保証を行った．
本研究では，Smithの定理を精密化し，より精度の高
い精度保証を目指す．Smithの定理は，行列の固有値に
関するGershgorinの定理を基礎としている．我々はGer-
shgorinの定理をより精密な Brauerの定理で置き換える
ことにより，Smithの定理を改良した．
また，Mathematicaにより円板算法を構成し，数値実
験を行い，新しい定理の有効性を確認した．

2 Weierstrass法 (Durand-Kerner法)

モニックな n次複素多項式を，

P (z) = zn +an−1z
n−1 +…+a1z +a0　　 (ai ∈ C) (1)

とし，その零点を ζi(1 ≤ i ≤ n)とする．
初期値 z
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で数列 {z(m)

i }m≥0(1 ≤ i ≤ n)を生成し，limm→∞ z
(m)
i =

ζi を期待する方法をWeierstrass法という．
すべての零点が単純の場合は，初期値のそれぞれ
が，十分に零点に近ければ Weierstrass 法で各数列
{z(m)

i }m≥0 (1 ≤ i ≤ n)は ζi に２次収束する.

3 Smithの定理

多項式の零点の存在範囲に関する Smithの定理につい
て述べる [3]．

Smithは，行列の固有値の存在範囲に関するGershforin
の定理を用いて，以下の定理を証明している．
代数方程式 (1) に対し，初期値を z1, z2,…, zn とした

Weierstrass反復を，

z+
k = zk + δk，

δk = − Pn(z)∏
i ̸=k

(zk − zi)
　 (1 ≤ k ≤ n) (3)

とする．
［定理 1］（Smith）
Smithの円板を，

Gk = {z : |z − z+
k | ≤ rk} ,

　 rk =
∑
i ̸=k

|δi| , (4)

Ĝk = {z : |z − z+
k | ≤ r̂k} ,　

r̂k = (n − 1)|δk| (5)

と定義すると，

ζi ∈
n∪

k=1

Gk = G , (6)

ζi ∈
n∪

k=1

Ĝk = Ĝ　 (1 ≤ i ≤ n) (7)

となる．Gの連結部分 D がm個の円板から生成される
なら，Dはちょうどm個の解を含む.//

4 Smithの改良

Brauer[1]はGershgorinの定理の精密化を行った．我々
は，それを用いて Smithの定理の改良をし，次の結果を
得た．
［定理 2］(Smith-Brauer)
Smithの定理の rk，̂rk , (1 ≤ k ≤ n)を用いて，Brauer
の橙形を

Kkl = {z : |z − z+
k ||z − z+

l | ≤ rkrl} , (8)

K̂kl = {z : |z − z+
k ||z − z+

l | ≤ r̂kr̂l} (9)

と定義すると，任意の ζi , (1 ≤ i ≤ n)について
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1≤k<l≤n

Kkl = K , (10)

ζi ∈
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K̂kl = K̂ (11)

である．//
任意の 1 ≤ k < l ≤ nについて，

Kkl ⊂ Gk ∪ Gl , (12)

K̂kl ⊂ Ĝk ∪ Ĝl . (13)

ゆえに,
K ⊂ G，　K̂ ⊂ Ĝ (14)

が成立する．したがって，Smith-Brauerの方が強い制
約を与えており，良い精度保証が得られる.

5 Brauerの橙形を含む円板の生成

[定理 3] (Brauer橙形包含円板)
α，β を焦点とする Cassiniの橙形を

C：|z − α||z − β| ≤ r2 (15)

とする．
r ≥ |α−β|/2のとき，Cの連結成分はただ１つである．



r < |α − β|/2のとき，C は２つの連結成分から成り，
それぞれを含む最小の円板 α ∈ Dα，β ∈ Dβ は，

Dα = ⟨α + β
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である．//

6 近接零点の分離能

Gershgorin円板 G1 = ⟨c1；r1⟩，G2 = ⟨c2；r2⟩が分離す
る条件は，

r1 + r2 < |c1 − c2| (18)

である．これは，

r1 + r2

2
<

|c1 − c2|
2

(19)

と書きかえることができる．
また，Brauerの橙形の分離条件は，

r1・r2 <
|c1 − c2|2

4
(20)

である．同様に書きかえると√
r1・r2 <

|c1 − c2|
2

(21)

となる．書き換えた (19)と (21)を比較してみると，左辺
は r1，r2 の相加・相乗平均である．
つまり，Gershgorin円板とBrauerの橙形の分離条件が
異なり，半径の差が大きければ，Brauerの橙形は分離し
やすい．
したがって，Gershgorin円板が分離出来なかった近接根
を，相加・相乗平均の不等式より場合によっては，Brauer
の橙形が分離し，単根であるということが示される (図
4.1)．
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図 4.1　 G1 = ⟨1 + i, 1⟩，G2 = ⟨−1 − i, 1.9⟩　　

7 Mathematicaによる数値実験

実験に使用したモニックな n次複素多項式は

f(z) = z4 − 1 = 0 (22)

である．この多項式の 0点は，−i,−1, 1, iである．
Mathematicaを用いて，適当な初期値からWeierstrass
反復を行い，近似 0点を得た．
次に，Gershgorin円板を作成し，そのGershgorinの中
心と半径からBrauer橙形を作成する．橙形の一番中心か
ら距離の長い Brauer橙形を利用して，Brauer橙形の包
含円板を作成する．
最終的に，Gershgorin円板とBrauer橙形の包含円板を
比較した際に，より良い精度が得られるかを検証した．

Gershgorin円板と Brauer橙形の包含円板の半径を比
較して比率を計算した結果は，以下の表のとおりである．

表 1 Gershgorin 円板と Brauer 橙形包含円板の縮小の
比率

比率
円１ 36.5373
円２ 36.6917
円３ 36.6915
円４ 36.5107

8 おわりに

Brauerの定理を使って Smithの定理を改良し，Smith-
Brauerの定理を獲得したことが，本研究の重要な成果の
１つである．
また，Gershgorin円板の分離条件とBrauerの分離条件
が相加相乗平均と酷似していることを発見したことも成
果の一つである．これにより，Gershgorin円板の半径の
差が大きいほど，Brauer橙形の分離度が高くなることが
示された．
最後に，Smith-Brauerの定理を用い多項式零点の精度
保証の数値実験を行った結果，Gerhgorin円板と比較す
ると，約 40倍近い円板の縮小が見られた．
したがって，Smith-Brauerの有効性を検証することが
できた．
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