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1 はじめに

1920年代に端を発した量子力学は，現在では，原子レ
ベルのミクロな力学をほとんど完全に記述するに至って
いる．そこに改めて数学的裏づけが与えられることで，量
子力学の一般性と確かさが，より揺るぎないものになる
ことは言うまでもない．
量子力学を記述するための数学的手法として，フォン・
ノイマンはヒルベルト空間とその上で働く自己共役作用
素を起用した．これらの概念はもちろん，それ自身とし
ても有用であるが，目的を量子力学の記述に限定した場
合にも，非常に合理的な考察結果をもたらす．
そこで本研究では，[2]と [3]を用いて，フォン・ノイマ
ンの研究 [1]の一部分を読み解き，量子力学の数学的構造
を明らかにする．
以下，H を複素ヒルベルト空間とする．

2 正射影作用素

H 上の有界線形作用素 P で，次の性質 (i)，(ii)を持つ
ものを，正射影作用素とよぶ．

(i) P 2 = P (ベキ等性)

(ii) P = P ∗ (自己共役性)

3 スペクトル測度

BdをRdのボレル集合体，P(H )をH 上の正射影作
用素の全体とし，EはBdから P(H )への写像であると
する．この写像は，正射影作用素の族

{
E(B) B ∈ Bd

}
を与える．この族が次の条件 (E.1)～(E.3)を満たすとき，
これを d次元のスペクトル測度という．

(E.1) E(∅) = 0, E(Rd) = I

(E.2) B =
∪∞
n=1Bn，Bn ∩Bm = ∅ (n ̸= m) (Bn ∈

Bd, n = 1, 2, · · · )ならば，

E(B) = s-lim
N→∞

N∑
n=1

E(Bn) (1)

(E.3)任意のB1, B2 ∈ Bdに対して，E(B1)E(B2) =

E(B1 ∩B2)．

例 3.1 Λ := {λn}Nn=1 (N ≤ ∞)を Rの部分集合とし，
各 λn に対して，H 上の正射影作用素 Pn が対応してい
るとする．さらに，m ̸= nならば，PnPm = 0であり，∑N
n=1 Pn = I を満たすとする．ここで，1次元ボレル集

合 B ∈ B1 に対して，H 上の線形作用素 E(B)を

E(B) =
∑
λn∈B

Pn

によって定義する．ただし，Λ∩B = ∅のとき，E(B) = 0．
このとき，

{
E(B) B ∈ B1

}
は 1次元のスペクトル測度

である．

4 作用素値汎関数

Rd 上の任意のボレル可測関数 f に対して，

Df :=

{
ψ ∈ H

∫
Rd

|f(λ)|2d(ψ,E(λ)ψ) <∞
}

(2)

によって定義される部分集合Df を考える．任意のϕ ∈ Df

を固定し，写像 Ff：H → Cを

Ff (ψ) =

∫
Rd

f(λ)∗d(ϕ,E(λ)ψ), ψ ∈ H (3)

によって定義する．このとき，Ff ∈ H ∗ であり，

∥Ff∥ =

(∫
Rd

∣∣f(λ)∣∣2d(ϕ,E(λ)ϕ)

)1/2

(4)

が成立する．

定理 4.1 H 上の線形作用素 Af で，D(Af ) = Df，

(ψ,Afϕ) =

∫
Rd

f(λ)d(ψ,E(λ)ϕ), ψ ∈ H , ϕ ∈ Df

(5)

を満たすものがただひとつ存在する．この場合，

∥Afϕ∥ =

(∫
Rd

∣∣f(λ)∣∣2d(ϕ,E(λ)ϕ)

)1/2

, ϕ ∈ Df

(6)

定理 4.1によって与えられる線形作用素Af を記号的に，

Af =

∫
Rd

f(λ)dE(λ) (7)

と表わす．
H 上に d次元のスペクトル測度が与えられると，Rd上
の任意のボレル可測関数 f に対して，H 上の線形作用素
Af がひとつ定まる．これは，Rd上のボレル可測関数の
空間からH 上の線形作用素の空間への写像 A：f → Af
を定義する (A(f) := Af )．一般に，定義域が関数空間で，
値域が線形作用素の空間のなかにある写像を作用素値汎
関数という．したがって，写像 Aは作用素値汎関数の一
例である．

5 スペクトル定理

定理 5.1 スペクトル定理．T をH 上の任意の自己共役
作用素とする．このとき，

T =

∫
R

λdE(λ) (8)



を満たす，1次元のスペクトル測度
{
E(B) B ∈ B1

}
が

ただひとつ存在する．

定理 5.2 T を自己共役作用素，E を T のスペクトル測
度とする．このとき，

(i) λを T の固有値，これに対する T の固有ベクトルを
ψとすれば，

E(R\{λ})ψ = 0 (9)

E({λ})ψ = ψ (10)

さらに，R上の任意の点で有限値をとる任意のボレ
ル可測関数 f に対して，f(T )ψ = f(λ)ψ．

(ii) 逆に，E({λ})ψ = ψを満たす ψ ̸= 0があれば，λは
T の固有値であり，ψは λに対する T の固有ベクト
ルである．

(iii) λが T の固有値であるとき，E({λ})はその固有空間
への正射影作用素である．

6 状態と物理量

公理 6.1 量子系の状態は，H の単位ベクトルによっ
て記述される．このベクトルを状態ベクトルという．
ただし，絶対値が 1の任意の複素数 αに対して，状
態ベクトル ψ ∈ H と αψ は同一の状態を表わすも
のとする．

公理 6.2 量子系の物理量は，H 上の自己共役作用
素によって表わされる．物理量を表わす自己共役作
用素の任意の固有ベクトルは状態を表わす．

Tψ を，確率空間 (Ω,B, P )上に定義された確率変数で，
状態 ψ ∈ H における物理量 T の観測値を表わすものと
する．

公理 6.3 (i) T を物理量とする．任意のボレル集合
B ⊂ Rに対して，Tψ ∈ Bである確率をP (Tψ ∈
B)，Tψ の分布を PTψ とすれば，P (Tψ ∈ B) =

∥ET (B)ψ∥2，すなわち，

PTψ (B) = ∥ET (B)ψ∥2, B ∈ B1 (11)

である．ここで，ET は T のスペクトル測度で
ある．

(ii) 観測によって，物理量 T の固有値 λが得られた
とすれば，観測直後の状態は λに対する T の固
有ベクトルによって記述される．

命題 6.1 任意の状態 ψ ∈ D(T )に対して，

E[Tψ] = (ψ, Tψ) (12)

命題 6.2 任意の状態 ψ, ϕに対して，状態 ψが状態 ϕで

あるか否かを決定するための観測をしたときに，状態 ϕ

を得る確率は，
∣∣(ϕ, ψ)∣∣2 によって与えられる．

7 ハイゼンベルクの不確定性関係

H 上の 2つの線形作用素T, Sに対し，線形作用素 [T, S]

を

D([T, S]) := D(TS) ∩D(ST ) (13)

[T, S]ψ := TSψ − STψ, ψ ∈ D([T, S]) (14)

によって定義し，これを T と S の交換子とよぶ．
部分空間D ⊂ D(TS)∩D(ST )があって，任意のψ ∈ D

に対して，[T, S]ψ = 0が成立するとき，T と S は D上
で可換であるという．
確率変数 Tψ の分散は，(7),(12)式によれば，

V [Tψ] = ∥[T − (ψ, Tψ)]ψ∥2 (15)

である．したがって，Tψ の標準偏差は，

(∆T )ψ :=
√
V [Tψ] = ∥[T − (ψ, Tψ)]ψ∥ (16)

によって与えられる．これを状態 ψにおける T の不確定
さとして定義する．

定理 7.1 ハイゼンベルクの不確定性関係．T, SをH 上
の対称作用素とし，ψ ∈ D([T, S])とする．このとき，

(∆T )ψ(∆S)ψ ≥ 1

2

∣∣(ψ, [T, S]ψ)∣∣ (17)

が成り立つ．とくに，部分空間 D ⊂ D([T, S])上で，

[T, S] = c (18)

(c ̸= 0は複素数)が成立するならば，

(∆T )ψ(∆S)ψ ≥ 1

2

∣∣c∣∣∥ψ∥2, ψ ∈ D (19)

定理 7.1は，T, Sが可換でない場合にのみ，非自明な内
容を持つ．こうして，2つの物理量 T, Sの観測値は，じゅ
うぶん小さな精度では同時に確定されえないことが示さ
れる．

8 おわりに

ハイゼンベルクの不確定性関係にいう物理量 T, S は，
量子力学の文脈においてはそれぞれ，位置と運動量を表
わす作用素として登場する．
こうして，量子力学の最も基本的な記述が準備された．
これによって，ヒルベルト空間や自己共役作用素の具体
例に関する議論へと，ただちに進むことができる．
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