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1 はじめに

本研究では,島内 [2]にしたがって,連続帰納法の理解を
深めることを目的としている.本稿では連続帰納法を使っ
た証明の例を 2つあげ、連続帰納法を使ってみて気づい
たことを述べる.

2 連続帰納法

廣瀬 [1],島内 [2]により,以下の主張を連続帰納法という.

[連続帰納法]

aをある実数,Q(x)を実数 xについての述語とする.こ
のとき,
“a ≤ xなるすべての実数 xについて Q(x)が成り立つ”
ことを証明するには以下の (I),(II),(III)を示せばよい.

(I) Q(a)が成り立つ,

(II) Q(b)が成り立つ任意の bに対して,b < cなる実
数 cが存在して,b < x < cなる任意の実数 x に
ついて Q(x)が成り立つ,

(III) b < cなる任意の実数 b,cをとったとき,b < x < c

なる任意の xについて Q(x)が成り立つと仮定
すれば Q(c)が成り立つ.

この連続帰納法は以下のように数式化できる.

a ∈ R,A ⊂ Rとする.以下の 3つの条件が成り立つならば,
[a,∞) ⊂ A

である.

(I) a ∈ A,

(II) ∀b ∈ A; ∃c ∈ R : [b < c ∧ (b, c) ⊂ A],

(III) ∀b, c ∈ R : [b < c ∧ (b, c) ⊂ A→ c ∈ A].

この連続帰納法はデデキントの切断により証明が可能
である.

3 連続帰納法を使った証明の例 1

定理 3.1 [ハイネ・ボレルの定理] R における有界な
閉集合はコンパクトである.すなわち, Rにおける有界閉
集合が開集合で覆われたとすれば,それら開集合の中の適
当な有限個で覆われる.
(証明) A を R の有界閉集合とし,A を A の開被覆とす
る.Aは有界だから,aを Aの下界の 1つとして,

B={x | ∃B ⊂ A; (B :有限 ∧ [a, x] ∩A ⊂ ⋃B)}
とおく.ここで,連続帰納法により,[a, x) ⊂ B を示す.
(1) a ∈ Aのときは, [a, a] ∩A = {a}.
a /∈ Aのときは, [a, a] ∩A = ∅.
いずれにしても,[a, a] ∩ Aは Aの 1個または 0個の元
で覆われるから,

a ∈ B.
(2) b ∈ Bと仮定する.Aの有限部分集合Bが存在して,

[a, b] ∩A ⊂ ⋃B.

(i) b /∈ Aのときは,b ∈ R−A.R−Aは開集合だから,適
当な ε > 0が存在して,

(b− ε, b+ ε) ⊂ R−A.

いま,b < c < b+ εとなるような cをとり,b < x < c

とすれば,

[a, x] ∩A = ([a, b] ∪ (b, x]) ∩A
= ([a, b] ∩A) ∪ ((b, x] ∩A)

⊂ ([a, b] ∩A) ∪ ((b− ε, b+ ε) ∩A)

= [a, b] ∩A
⊂
⋃

B.

[a, x] ∩Aは Aの有限部分集合で覆われるから,

x ∈ B, (b, c) ⊂ B.

(ii) b ∈ Aのときは,Aの元 Cが存在して, b ∈ C. Cは開
集合だから,適当な ε > 0に対して,

(b− ε, b+ ε) ⊂ C.

そこで,b < c < b+εとなるようなCをとり,b < x < c

とすれば,( )と同様に,

[a, x] ∩A = ([a, b] ∪ (b, x]) ∩A
= ([a, b] ∩A) ∪ ((b, x]) ∩A)

⊂ ([a, b] ∩A) ∪ ((b− ε, b+ ε) ∩A)

⊂ ([a, b] ∩A) ∪ (b− ε, b+ ε)

⊂
⋃

B ∪ C
=
⋃

(B ∪ {C}).
[a, x] ∩Aは Aの有限部分集合で覆われるから,

x ∈ B, (b, c) ⊂ B.

(3) b < c, (b, c) ⊂ B と仮定する.
(i) c 6∈ Aのときは,R−Aは開集合だから,適当な ε > 0
が存在して,

(c− ε, c+ ε) ⊂ R−A.

いま,max(b, c−ε) < d < cとなるような dをとれば,

d ∈ (b, c) ⊂ B, d ∈ B.

ゆえに,Aの有限部分集合Bが存在して,

[a, d] ∩A ⊂ ⋃B

となる.したがって (2)の ( )と同様に,

[a, c] ∩A = ([a, d] ∪ (d, c]) ∩A
· · ·
⊂
⋃

B.



(ii) c ∈ Aのときは,Aの元 C が存在して,c ∈ C. C は開
集合だから,適当な ε > 0に対して,

(c− ε, c+ ε) ⊂ C.

(i) のときと同様に, max(b, c − ε) < d < c となる
dをとれば,[a, d] ∩Aは Aのある有限部分集合Bに
よって被覆される.そこで,(2)の (ii)と同様に,

[a, c] ∩A = ([a, d] ∪ (d, c]) ∩A
· · ·
⊂
⋃

B ∪ C
=
⋃

(B ∪ {C}).

いずれにしても,[a, c]∩AはAの有限部分集合によって
被覆されるから,

c ∈ B.
(1),(2),(3)により,連続帰納法の前提が成り立つことが
分かった.したがって,

[a,∞) ⊂ B.
すなわち,x ≥ aとなる任意の実数 xについて,

[a, x] ∩A.
は Aの有限部分集合で被覆される.ところで,Aは有界だ
から,xを Aの上界にとれば,

[a, x] ∩A = A

であり,Aが Aの有限部分集合で被覆されることになる.

4 連続帰納法を使った証明の例 2

定理 4.1 A ⊂ R,∀a∃ε(∀y(a < y ≤ a + ε → y 6∈ A) ∨
∀y(a < y ≤ a+ ε→ y ∈ A))を満たす Aが有界であるな
らば、上限が存在する

(証明)l ∈ Aとし,連続帰納法により,l ≤ xなるすべての
実数 xについて

(−∞, x] ∩Aに上限が存在する · · · (※)
を証明する.
(1)x = lのとき, (−∞, x]∩A = (−∞, l]∩A.よって,l ∈ A
より,lが上限となるので (※)が成立する.
(2) x = b(l < b)のとき,(※)が成立すると仮定する.すな
わち,(−∞, b] ∩Aに上限が存在すると仮定する.
(i) ∀y(b < y ≤ b + ε → y 6∈ A) のとき,b + ε = c と
し,b < k < cとすると,k 6∈ A. よって,

(−∞, k] ∩A = ((−∞, b] ∪ (b, k]) ∩A
= ((−∞, b] ∩A) ∪ ((b, k] ∩A)

= ((−∞, b] ∩A).

となる.よって,仮定より kについて (※)が成立する.

(ii) ∀y(b < y ≤ b + ε → y ∈ A) のとき,b + ε = c と
し,b < k < cとすると,k ∈ A. よって,(−∞, k] ∩ A
は kを上限に持つので,kについて (※)が成立する.

(3)任意の実数 b, c(b < c)をとり,b < k < cなる kについ
て (※)が成立すると仮定する.

(i) c 6∈ Aのとき,

(−∞, c] ∩A = ((−∞, k] ∪ (k, c]) ∩A
= ((−∞, k] ∩A) ∪ ((k, c] ∩A)

= ((−∞, k] ∩A).

となる.よって,仮定より cについて (※)が成立する.

(ii) c ∈ Aのとき,(−∞, c]∩Aは cを上限に持つので,cに
ついて (※)が成立する.

(1),(2),(3)より,連続帰納法の前提が成り立つことが分
かった.したがって,すべての実数 xにおいて「l ≤ x →
(−∞, x] ∩Aに上限が存在する」ことが成立する.
ところで,Aは有界だから,xを Aの上界にとれば,

(−∞, x] ∩A = A

であり,Aに上限が存在する.

5 連続帰納法を使ってみて

第 3節の証明と田中,鈴木 [3]による,ハイネ・ボレルの
定理の一般的な証明とを比較し,連続帰納法について以下
に述べる.
まず,連続帰納法の特徴は,諸定理を知っていなくても
証明できるという点であると感じた.ハイネ・ボレルの定
理の一般的な証明では,カントールの区間縮小法の原理や
極限などを使っているのに対し,連続帰納法を使った証明
では,一般的な集合の知識だけで証明できているからであ
る.しかし,このことはハイネ・ボレルの定理の証明につ
いてに言えることであって,実際に上手く証明できない例
もあった.
また,実数下における定理の証明ならば連続帰納法が使
用できる点も連続帰納法の特徴として挙げられる. 実数
における証明のアプローチが明確でなければ,1つのアプ
ローチとして連続帰納法を使用することも考えられる.
また,連続帰納法は帰納法の前提の (II)の cの取り方で,
証明の難易度が変わるということも分かった.しかし,適
当な cの取り方を見つけるのも難しいことも連続帰納法
を使用してみて分かった.

6 おわりに

本研究では,連続帰納法についての興味から始まり,デ
デキントの公理,連続帰納法の証明,連続帰納法での証明
の例の順で研究してきた.これにより,連続帰納法の理解
を深めることができた.しかし,現在この証明法が広く知
られてないことを考えると, ある欠点が存在するはずで
ある. その欠点についての研究も行うことができたらよ
かった.
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