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1 はじめに

直観主義論理とは、従来の論理学 (古典論理)はすべて
のものの真偽が明確になる「神の論理」であるとしてもっ
と慎ましやかに人間の立場の論理学を考えようというこ
とで提唱されたものである。
ここでは、小野 [1]にしたがって、直観主義論理の形式
体系（シンタクス）、およびセマンティクスを導入し、そ
れらの関係を示す。第 2節ではその形式体系としてLJ を
導入し、その性質を示す。第 3節では、そのセマンティ
クスとしてクリプキ・フレームを導入しその性質を示す。
第 4 節で、それらの関係、すなわち、完全性定理を証明
する。

2 体系LJ

直観主義論理の形式体系としてゲンツェンの導入した
LJ を採用する。
まず、論理式を定義する。

定義 2.1 (論理式)
1)それぞれの命題変数は、論理式である。
2)A,B がともに論理式ならば (A ∧ B), (A ∨ B), (A ⊃
B), (¬A)はいずれも論理式である。

次に、式を導入する。LJ における式は、Ai, Bを論理
式として (i = 1,…,m)、

A1,…, Am → B

の形である。ただし、mは 0でもよく、また右辺のBは
なくてもよい。上の式の直観的な意味は、A1から Amま
でを仮定すると B が導かれるということである。

定義 2.2 LJ の始式は、A → Aの形の式とする。

定義 2.3 (LJ の証明図と証明可能性) 始式から出発し、
それに推論規則 (小野 [1]参照)を次々に適用していく過
程をすべて記述したものを LJ の証明図という。推論規
則の中には上式が二つあるものがあるから、一般に証明
図は高々二つに枝分かれする木の形をしていることにな
る。証明図の一番下にある式を、その証明図の終式とい
う。そして式 S を終式とするような証明図が存在すると
きには、S は LJ で証明可能であるという。さらに式 →
Aが LJ で証明可能であるとき、論理式 Aが LJ で証明
可能という。

3 直観主義のクリプキ・フレーム

空でない集合M の上の二項関係≦が順序であるとは、
任意の a, b, c ∈ M に対し

1) (反射律)a≦ a

2) (推移律)a≦ bかつ b≦ cならば a≦ c

3) (反対称律)a≦ bかつ b≦ aならば a = b

をみたすことである。また、このとき対 (M,≦)を順序
集合という。
さて、任意の順序集合 (M,≦)のことを直観主義論理の
クリプキ・フレーム (または単にフレーム)という。M の
要素を可能世界という。
次に遺伝的であるということを説明する。集合M の部
分集合 U が遺伝的であるとは、x, y ∈ M に対して

x ∈ U かつ x≦ yならば、y ∈ U

が成り立つこととする。
各命題変数 pに対し、M の遺伝的部分集合 V (p)を対
応させるような写像 V を、フレーム (M,≦)上の付値と
いう。V が (M,≦)上の付値であるとき、三つ組
(M,≦, V )を直観主義論理のクリプキ・モデルという。与
えられたクリプキ・モデル (M,≦, V )に対し、M の要素
と論理式の間の関係 |=を次のように定義する。
1) a |= p ⇔ a ∈ V (p)

2) a |= A ∧ B ⇔ a |= Aかつ a |= B

3) a |= A ∨ B ⇔ a |= Aまたは a |= B

4) a |= A ⊃ B ⇔ a≦ bとなるすべての bに対し b ̸|= Aま
たは b |= B

5) a |= ¬A ⇔ a≦ bとなるすべての bに対し b ̸|= A

関係 |= は写像 V から一意的に決まるので、今後は |=
と V を同一視して |= を付値とよんだり (M,≦, |=)をク
リプキ・モデルといったりすることにする。

定理 3.1 |= をフレーム (M,≦)の付値とする。このと
き任意の論理式Aに対し、集合 {x(∈ M)|x |= A}は遺伝
的である。

この証明は小野 [1]にしたがって理解し、卒業論文にま
とめた。
クリプキ・モデル (M,≦, |=)において、どんな a ∈ Mに
ついても a |= Aとなるとき、論理式 Aは (M,≦, |=)で
真であるという。そうでなければ、Aは (M,≦, |=)で偽
であるという。定理 3.1 より、順序集合 (M,≦) に最小
元 0が存在するときには、Aが (M,≦, |=)で真になるた
めの必要十分条件は 0 |= Aである。

4 完全性定理

この節では、LJ の完全性定理を述べるために LJ の健
全性、LJ の完全性を証明する。

定義 4.1 LJ の式Γ → A(またはΓ →) は、フレー
ム (M,≦) で論理式Γ∗ ⊃ A(または¬Γ∗) が恒真である
とき、(M,≦)で恒真であるという。ただし、Γ∗はΓの論理
式をすべて論理積で結んだものである。

定理 4.1 任意の式 Γ → Aに対し、Γ → Aが直観主義論
理 LJ で証明可能となるための必要十分条件はΓ → Aが
任意のフレームで恒真となることである。



定理 4.1を示すには、つぎの健全性と完全性を示せばよ
い。完全性はより強い定理にしてある。。

定理 4.2 (LJ の健全性) 式∆ → Aが LJ で証明可能な
らば、∆ → Aは任意のフレームで恒真である。

定理 4.3 (LJ の完全性) Γ → Aが任意の有限フレーム
で恒真であるならば、式Γ → Aは LJ で証明可能であ
る。

定理 4.2の証明
∆ → Aを終式とする証明図 P の構成に関する帰納法
で証明する。
i)P が始式 A → Aのみから構成されるとき、0 |= A ⊃
Aとなることを示すために、背理法を用いて、0 ̸|= A ⊃
Aを仮定し、矛盾を示す。
ii) i)以外のとき、P の終式を導く推論規則 I が存在する。
Iの種類によって場合分けして、Γ → Aが任意のフレーム
で恒真であることを示す。ここでは小野 [1]では述べられ
ていない場合から (⊃右)のみを証明しておく。

I が (⊃右)のとき、I は次の形をしている。

B,Γ → C

Γ → B ⊃ C
(⊃右)

0 |= B ∧ Γ∗ ⊃ C ならば 0 |= Γ∗ ⊃ (B ⊃ C)を示すた
めに背理法を用いて 0 |= B ∧ Γ∗ ⊃ C と 0 ̸|= Γ∗ ⊃ (B ⊃
C)を仮定して矛盾を導く。

0 ̸|= Γ∗ ⊃ (B ⊃ C) より 0 ≦ a となるある a に対
し a |= Γ∗かつ a ̸|= B ⊃ C となる。a ̸|= B ⊃ C よ
り a≦ bとなるある bに対し b |= B かつ b ̸|= C となる。
0 |= B ∧Γ∗ ⊃ C より 0≦ cとなるすべての cに対し c ̸|=
B∧Γ∗または c |= Cとなる。推移律より 0≦ a, a≦ bなの
で 0≦ bとなる。0≦ bなので b ̸|= B∧Γ∗または b |= Cで
ある。b ̸|= B ∧ Γ∗のとき、b ̸|= B または b ̸|= Γ∗となる。
b ̸|= Bのとき、b |= Bに矛盾している。b ̸|= Γ∗のとき、遺
伝的なので a ̸|= Γ∗となる。しかしこれは a |= Γ∗に矛盾
している。

b |= C のとき、b ̸|= C に矛盾している。
定理 4.3の証明には準備が必要である。
論理式 Γ ⊃ D(Dが空のとき、は¬Γ∗)を Aとし、Aの
部分論理式全体の集合をΨ(A)とおく。明らかにΨ(A)は
有限集合である。Ψ(A)の部分集合 U = {A1, · · · , Am}お
よび V = {B1, · · · , Bn}に対し、式

A1, · · · · · · , Am → B1 ∨ · · · · · · ∨ Bn

が LJ で証明可能でないとき、(U, V )は (LJ で)無矛盾で
あるといい、さらにU ∪V = Ψ(A)であるとき、(U, V )は
(LJ で)Ψ(A) −極大無矛盾であるという。
補助定理 4.1 対 (U0, V0) が無矛盾のとき、U0 ⊆ U か
つ V0 ⊆ V となるΨ(A)の部分集合 U と V が存在して、
(U, V )はΨ(A) −極大無矛盾になる。
この証明は小野 [1]にしたがって理解し、卒業論文にま
とめた。

ここで、M∗ = {U(⊆ Ψ(A))|(U,Ψ(A)－ U)はΨ(A) −
極大無矛盾 }とする。(M∗,⊆)は有限フレームになる。

補助定理 4.2 M∗の任意の要素 U に対し、次の 1) か
ら 5)が成り立つ。
1) 論理式 A1, · · · , Amが U に属し B がΨ(A) に属する
とき、式 A1, · · · , Am → B が LJ で証明可能なら
ば B も U に属する。

2) B ∧ C ∈ Ψ(A) のとき、B ∧ C ∈ U ⇔ B ∈ U か
つ C ∈ U

3) B ∨ C ∈ Ψ(A)のとき、B ∨ C ∈ U ⇔ B ∈ U また
は C ∈ U

4) B ⊃ C ∈ Ψ(A)のとき、B ⊃ C ∈ U ⇔ U ⊆ V となる
すべての V ∈ M∗に対し B ̸∈ V または C ∈ V

5) ¬B ∈ Ψ(A)のとき、¬B ∈ U ⇔ U ⊆ V となるすべて
の V ∈ M∗に対し B ̸∈ V

この証明は小野 [1]では 4)の証明が述べてあるが、こ
こでは小野 [1]で述べられていない 2)を示す。

2)左から右
B ∧ C ∈ U を仮定し、B ∈ U かつ C ∈ U を示す。B ∧

C → Bは証明可能なので、1)よりB ∈ Uとなる。B∧C →
C は証明可能なので、1)より C ∈ U となる。これらのこ
とから B ∈ U かつ C ∈ U となる。
右から左

B ∈ U かつ C ∈ U ならば B ∧ C ∈ U を示す。B, C →
B ∧ C は証明可能なので 1)より B ∧ C ∈ U となる。

さて、以上の補助定理を用いて定理 4.3を示す。フレー
ム (M∗,⊆)上の付値 |= を、pがΨ(A)が属する命題変数
ならば

(1)U |= p ⇔ p ∈ U

と定め、p がΨ(A)に属さない命題変数のときには U ̸|=
pと定める。このように定義すれば

U |= pかつ U ⊆ V ならば、V |= p

が成り立つから、|=は確かに付値の条件を満たしている。
そして、Ψ(A)に属する任意の論理式 B に対し

(2)U |= B ⇔ B ∈ U

が成り立つ ((2)の証明は小野 [1]では述べられていない
が、卒業論文にまとめてある)
いま、Γ → D が LJ で証明可能でないならば、明らか
に Aも LJ で証明可能でない。したがって対 (∅, {A})は
無矛盾である。ここで、補助定理 4.1を使えば、あるU0 ∈
M∗が存在してA ̸∈ U0である。ここで (2)において、U =
U0、B = A とすれば U0 ̸|= A が得られる。したがって
Γ → Dは有限フレーム (M∗,⊆)で偽になる。
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