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1 はじめに

本研究では，参考文献[1]，[2]を用いて，微分可能曲線・
微分可能曲面・微分可能多様体に関しての数学的特徴の
理解を深めていくことを目的としている．

2 微分可能曲線

この章では，三次元の微分可能曲線に関しての数学的
特徴を述べていく．

2.1 微分可能曲線の定義

区間IからR3への連続写像c : I → R3において

x(t) =
−−−→
oc(t) t ∈ I

で定まるx(t)がI上無限回連続微分可能であるとき，cを
三次元の微分可能曲線と呼ぶ．ただし，oは原点であると
する．

2.2 曲率及び捩率の定義

sを弧長パラメータとし，t (s) ,n(s) ,b(s)をそれぞれ

t (s) =
dx
ds

(s) , n(s) =
d2x
ds2

(s)∣∣∣d2x
ds2

(s)
∣∣∣
, b(s) = t (s)×n(s)

と定めておく．このとき，正規直交基{t (s) ,n(s) ,b(s)}を
Frenet枠と呼び，曲率κ (s)及び捩率τ (s)が

κ (s) =
∣∣∣∣
d2x
ds2 (s)

∣∣∣∣ , τ (s) =
〈

dn
ds

(s) ,b(s)
〉

s∈ I

によって定義される．これらは，三次元の微分可能曲線
が必ず持つ性質である．

2.3 Frenet-Serretの公式

定理(Frenet-Serretの公式)
{t (s) ,n(s) ,b(s)}を正則曲線cのFrenet枠とする．このと
き





dt
ds

(s) = κ (s)n(s)

dn
ds

(s) = −κ (s) t (s) +τ (s)b(s)

db
ds

(s) = −τ (s)n(s)

が成り立つ．
この公式により，曲率及び捩率を与えれば，三次元の
微分可能曲線を一意的に求めることが出来る．

3 微分可能曲面

ここでは，三次元の微分可能曲面に関する数学的特徴
を述べていく．

3.1 微分可能曲面の定義

∑(o,e1,e2,e3)をR3における右手系の直交座標系とする．
平面R2の開領域DからR3への写像をϕとし

M =
{

ϕ
(
u1,u2) | (u1,u2) ∈ D

}

とする．原点oに関する点ϕ
(
u1,u2

) ∈ Mの位置ベクト
ルをx

(
u1,u2

)
，座標を

(
ρ1

(
u1,u2

)
,ρ2

(
u1,u2

)
,ρ3

(
u1,u2

))

と書く．このとき

1. x
(
u1,u2

)
がD上無限回連続偏微分可能

2. D上

rank
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= 2

ならば，MをR3内の微分可能曲面と呼び，
(
u1,u2

) ∈Dを
曲面Mのパラメータと呼ぶ．この定義より，

Mp =

{
2

∑
i=1

ξ i ∂x
∂ui

(
u1

0,u
2
0

) | ξ i ∈ R
}
ただし，p = ϕ

(
u1

0,u
2
0

)

は二次元の実線形空間をなす．このMpを点p∈Mにおけ
るMの接平面と呼ぶ．また，v∈Mpを点pにおける接ベク

トルと呼び，
∂x
∂u1

(
u1,u2)× ∂x

∂u2

(
u1,u2)と同じ向きを持つ

単位ベクトルn
(
u1,u2

)
を単位法ベクトルと呼ぶ．

3.2 第一基本形式と第二基本形式

MをR3内の微分可能曲面とし，
(
u1,u2

) ∈ Dをそのパラ
メータとする．D上の微分可能関数gi j ,hi jをそれぞれ

gi j =
〈

∂x
∂ui ,

∂x
∂u j

〉
, hi j =

〈
∂ 2x

∂ui∂u j ,n
〉

で定める．このとき，v,w∈Mpの基
{

∂x
∂ui

(
u1

0,u
2
0

)}
に関す

る成分をξ i ,η jとし

gp (v,w) =
2

∑
i=1

2

∑
j=1

gi j
(
u1

0,u
2
0

)
ξ iη j

hp (v,w) =
2

∑
i=1

2

∑
j=1

hi j
(
u1

0,u
2
0

)
ξ iη j

と定めたとき，gpを第一基本形式と呼び，hpを第二基本
形式と呼ぶ．

3.3 誘導方程式
{

i
j k

}
=

1
2

2

∑
a=1

gia
(

∂g ja

∂uk +
∂gak

∂u j −
∂g jk

∂ua

)



をChristoffelの記号と呼ぶ．ただし，gi jはgi jを(i, j)要素
とする行列における逆行列の(i, j)要素である．このとき，
以下の二つの誘導方程式が成り立つ．

(a) Gaussの誘導方程式

∂ 2x
∂u j∂uk =

2

∑
i=1

{
i

j k

}
∂x
∂ui +h jkn j,k = 1,2

(b) Weingartenの誘導方程式

∂n
∂u j =−

2

∑
i=1

hi
j

∂x
∂ui j = 1,2

ただし，hi
j =

2

∑
a=1

h jagaiとする．これらの誘導方程式より，

gi j ,hi jを与えれば，微分可能曲面を一意的に求めることが
出来る．

4 微分可能多様体

この章では，２次元の微分可能多様体に関しての数学
的特徴を述べていく．

4.1 二次元アトラスの定義

MをHausdorff空間とする．UαをMの開集合，ϕαをUα
からR2の開集合への位相写像とし，組(Uα ,ϕα)の族を
Φ = {(Uα ,ϕα) | α ∈ A}とする．このとき

(i) {Uα | α ∈ A}はMの開被覆

(ii) (Uα ,ϕα) ,
(
Uβ ,ϕβ

) ∈Φのとき，写像

ϕβ ◦ϕ−1
α : ϕα

(
Uα ∩Uβ

)→ ϕβ
(
Uα ∩Uβ

)

ϕα ◦ϕ−1
β : ϕβ

(
Uα ∩Uβ

)→ ϕα
(
Uα ∩Uβ

)

がともに微分可能

の二つの条件を満たすとき，ΦをMの二次元微分可能アト
ラスと呼ぶ．そして，Φ0 ⊂ΦであるMの任意のアトラス
Φに対してΦ0 = Φが成り立つとき，MのアトラスΦ0は極
大であると呼ぶ．

4.2 微分可能多様体の定義及び定理

Φ0がMの極大な二次元微分可能アトラスであるとき，組
(M,Φ0)を二次元微分可能多様体と呼び，Φ0をその微分可
能構造と呼ぶ．p∈Uのとき，(U,ϕ) ∈Φ0を点pにおける
（局所）座標系，Uをpの座標近傍と呼ぶ．
定理
fをR3上の微分可能関数とする．
M = {(ρ1,ρ2,ρ3

) | f
(
ρ1,ρ2,ρ3

)
= 0}のとき，M上

(
∂ f
∂ρ1

)2

+
(

∂ f
∂ρ2

)2

+
(

∂ f
∂ρ3

)2

6= 0

ならば，Mは二次元微分可能多様体となる．

4.3 接ベクトル

各p∈Mに対して

C∞ (p) = { f | fは点pにおける微分可能関数}

と定める．
v : C∞ (p) → Rを写像とする．任意の f ,g ∈ C∞ (p)に対
して

(i) v(α f +βg) = αv( f )+βv(g) ただし，α,β ∈ R
(ii) v( f g) = f (p)v(g)+v( f )g(p)
が成り立つとき，写像vを点pにおけるMの接ベクトルと
呼ぶ．この接ベクトルの定義により次の定理が成り立つ．
定理
p∈Mとし，Mp = {v | vは点pにおける接ベクトル}とす
れば，α ∈ R，v,w∈Mpのとき，Mpは演算

(v+w)( f ) = v( f )+w( f ) , (αv)( f ) = αv( f )

について実線形空間をなす．
この定理における実線形空間Mpを点p∈Mにおける接
空間と呼ぶ．

4.4 座標系の変換

(U,ϕ)を点pにおける座標系とし，R2の各点の座標を(
u1,u2

)
とする．U上の関数x1,x2を

xi = ui ◦ϕ i = 1,2

で定めれば，xi ◦ϕ−1 = uiから，各xiはU上の微分可能関
数である．この関数x1,x2をU上の座標関数と呼び，座標
系(U,ϕ)を座標系

(
x1,x2,U

)
と書き表すことができる．

このとき，U上の実数値関数 fは座標関数x1,x2の関数で
あり， fはx1,x2について微分可能となる．そこで

∂ f
∂xi (p) =

∂
(

f ◦ϕ−1
)

∂ui (ϕ (p)) ,
(

∂
∂xi

)

p
( f ) =

∂ f
∂xi (p)

と定める．このとき，
(

∂
∂xi

)

p
∈Mpとなる．

定理(
x1,x2,U

)
を点p∈Mにおける座標系とする．このとき

(1)

{(
∂

∂x1

)
p
,
(

∂
∂x2

)
p

}
は接空間Mpの基で，

(2) v =
2

∑
i=1

v
(
xi

)(
∂

∂xi

)
p

v∈Mp

となる．

4.5 接ベクトル場

GをMの開集合とする．各p∈Gに接ベクトルXp ∈Mpを
対応させる対応XをG上の接ベクトル場と呼ぶ．また，関
数 fがU上微分可能なとき，U上の実数値関数X fを

(X f)(q) = Xq f q∈U

で定める．もし，各p∈Gおよび座標系
(
x1,x2,U

)
に対し，

U ⊂GでX f ∈C∞ (p)ならばG上の接ベクトル場Xは微分可
能であると定義する．

5 おわりに

本研究では，微分可能多様体に関してアフィン接続，リー
マン多様体まで辿り着かなかったが，微分可能曲線と微
分可能曲面に関しては特徴を掴むことが出来た．
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