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� はじめに

本研究の目的は、田中���を参考に、不完全性定理につ
いて理解することである。ここで述べる不完全性定理は、
表現可能性を論拠にしなければならない。ここでは、この
表現可能性について述べる。具体的には、任意の計算可能
関数、計算可能述語は、適当な��論理式、適当な	�論理
式で��において表現されることの証明の一部を述べる。

� 表現可能性

この章では、表現可能性を定義する。数の通常の表現
に対し、それを表現する数字を「」で記すことにする。ま
た、以下で用いる��の定義は田中���にゆずる。
　定義 
表現可能性�


��　�を自然数上の�変数述語とし、�
���を���…� �ｋ以
外には自由変数を含まない論理式とする。いま、任意の
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を満たすならば、「述語�は��において論理式�
���によっ
て表現される」という。また、このように論理式が存在
するときに、「述語�は��において表現可能である」と
いう。

��　	を自然数上の�変数関数とし、�
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が任意の自然数���…� ��に対して成り立つならば、「関数
	は��において論理式�
��� 
�によって表現される」とい
う。また、このような論理式が存在するときに、「関数	

は��において表現可能である」という。

� 計算可能関数の表現定理

ここでは、計算可能関数の表現定理を考えていく。そ
の前に��における
���	��論理式での表現可能性につい
て説明していく。

まず��論理式を以下の
���
��で再帰的に定義する。
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ただし
� �は項�と
いう形の論理式はすべて��論理式である。


���’と�’’が��論理式で、�が変数で
が�を含まない項
ならば、�’� �’’� �’� �’’� ����� 
�� � 
��’という形の論
理式はすべて��論理式である。


����論理式�が存在して��├� � �ならば、�も��論
理式である。

そして��論理式の否定と同値なものを	�論理式とする。

定理
計算可能関数・計算可能述語の表現可能性�

　
����において表現可能な関数や述語はすべて計算可
能である。
　
��任意の計算可能関数、計算可能述語は、適当な��論
理式、適当な	�論理式で��において表現される。

ここでは
��を証明したいが、そのために、計算可能関
数の表現可能性を示す。

� 計算可能関数の表現定理

つぎの定理を計算可能関数の表現定理という。

定理���　
計算可能関数の表現定理�

　任意の計算可能関数は、適当な��論理式ならびに適当
な	�論理式によって、��において表現される。

　田中���では、この定理を次の�つから証明している。

補助定理���　関数	が再帰的であることを計算可能であ
ることは同等である。

補助定理���　任意の再帰的関数は����に属す。

補助定理���　関数	に対して、次の�条件は同値である。
　
条件��	が��において論理式�
���…� ��� 
�によって
表現される。
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存在する。

本稿では、補助定理���の証明をする。
　まず、��が等号の公理をもつことを述べておく。以下
の文を等号に関する公理と呼ぶ。
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これらをあわせて、��とおく。��は��を公理としても
つ。

さて、補助定理���を証明する。
　まず、「
条件��⇒
条件��」を示す。そこで　
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ということが任意の自然数���…� ��に対して成り立って
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次に、「
条件��⇒
条件��」を示す。すなわち、
条件��

から次の三つを証明する。
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���…� ��� � ���� が成り立つならば
　　　　　　　　　　　��├�
「��」�…�「��」�「����」�
である。

次に
��を示す。
条件��より、
　��├�

¬

 �「	
���…� ���」� �
　　　　　　　　　　　　　　¬�
「��」�…�「��」� 
��
である。上の
に「����」を代入すると、
　��├
¬
「����」�「	
���…� ���」� �
　　　　　　　　　　　¬�
「��」�…�「��」�「����」��
である。ここで	
���…� ���≠����なので、
　��├¬
「����」�「	
���…� ���」�
である。この二つのことから、
　	
���…� ���≠���� が成り立つならば
　　　　　　　　　　��├¬�
「��」�…�「��」�「����」�
である。


��を示す。
条件��より
　��├�

�
「��」�…�「��」� 
� � 
 �「	
���…� ���」�
であり、またさらに
　��├��
�
「��」�…�「��」� �� � � �「	
���…� ���」�
である。よって、
　��├�
��

�
「��」�…�「��」� 
�
　　　��
「��」�…�「��」� ��� �
　　　　　
 �「	
���…� ���」� � �「	
���…� ���」�
なので、
　��├�
��

�
「��」�…�「��」� 
��
　　　　　　　　　　　�
「��」�…�「��」� ��� � 
 � ��

� おわりに

本研究では、補助定理���を証明したのだが、自分では
わからないところが多くあった。条件��条件�を�つの定
理で分けるなど、この研究を手助けしてもらった指導教
員である佐々木克巳教授や友達に感謝している。
　また、反省点として、不完全性定理について理解して
いくということだったのだが、不完全性定理に進むこと
ができなかった。
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