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� はじめに

データを出来るだけ損失を少なくし、そのデータの持つ
意味を解析する方法をたくさん学んできた。しかし、同
じデータを使っても、解析法が異なれば結果も異なる場
合がある。どこが違うから同じデータを使っても結果が
異なるのかを追求してみたくなった。そこで本研究では
多次元尺度構成法の理論を学ぶとともに今まで何度も使
用した主成分分析法と多次元尺度構成法の比較を行って
いきたいと思う。

� 多次元尺度構成法の理論

��� 計量的多次元尺度構成法

ここでは、���	
����法について述べる。この���	
����

法では、
���	�����
����
�の定理の概念を用いて空間へ
の配置を行う。
���	�����
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�の定理とは、��� ��

次の対称行列� � �����を、
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と、定義する。この、�� � ��次の対称行列� � �����が
非負定符号かつ����� � �ならば、その行列���は�次元
ユークリッド空間における�点�と�の距離とみなすことが
できるという定理である。類似度データ���がこの定理を
満たすなら、���は�次元ユークリッド空間で表された距
離行列となる。ここで、�次元ユークリッド空間における
�個の点の配置を�� �の座標行列� � �����、点�の座標
ベクトルを���� � ����	 ���	 
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、重心ベクトルを��

とすると、� � �����	 ����	 
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となり、以下の式が成立する。
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と表すことができる。ここで、クロネッカー記号を用い
て二重中心化をすると

� �
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となる。ここで、�
 � ����を


 � � �
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とし、���が距離行列であることを利用すると、
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となる。また、���は�次元ユークリッド空間における�点
�と�の距離なので���行列は以下のように表記できる。
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以上から求められた
行列が非負定符号であり、なおか
つ���� � �であるならば、
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と分解でき、�次元ユークリッド空間における座標行列�

を定めることができる。
次に、
�� � ����となるように固有値�を定める。この
とき、
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とおけば、空間配置が決まる。

��� 非計量的多次元尺度構成法

ここでは、�������法について述べる。非計量的多次元
尺度構成法のモデルは、測定されたデータ���が高々、順
序データで与えられることから

��� � ���� � ��� �
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とし、これが定義される空間に求める座標���を定める。
このモデルの�は、単調性と呼ばれ、測定された順序デー
タ���を距離データ ����に変換することを表す。そして、�
は、最小二乗的な近似をすることを表している。求める
べき座標�から計算される���と ����の差の二乗和が最小
になるように座標���を定めるという意味である。最右辺
はミンコフスキー距離である。
非類似性データ���から求められた座標���のモデルへ
の適合度を評価する必要がある。測定されたデータ���か
ら生成された距離データ���は近似的なのでどうしてもず
れが生じてしまう。そのずれの度合い、つまり非適合度
（ストレスと呼ぶ）を以下のように定義して評価する。
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��� 準計量的多次元尺度構成法

ここでは、数量化�類を扱う。準計量的多次元尺度構成
法は、測定された類似度データのユークリッド距離���、
つまり��� � ��� � �� � の類似度が大きいもの同士は値を
小さく、類似度が小さいもの同士は値を大きくするとい
う概念に基づき、式を立てその式の最適解の固有値、固
有ベクトルを求めることにより、空間配置を求める。

� 主成分分析法との比較

��� 理論的比較

一番の違いはデータから行列を作る際に主成分分析法
では分散共分散行列を作り、固有値と固有ベクトルを求
めるのに対し、計量的多次元尺度構成法では非類似度を
表すデータ（もし、間隔尺度で表されたのならば比例尺
度に変換する）から
���	�����
����
�の定理を用いて、
非類似度データが距離データであることを示す。そして、
距離データであることを利用して内積
行列を生成し、こ
の内積
行列が非負定符号であり、ランク�であれば、ｒ
次元ユークリッド空間における座標行列�を定めている。
つまり、行列の作り方の違いが結果の違いを生むのでは
ないかと思われる。

��� �を使ったデータ解析による比較

一般的なデータを用いて解析したところ第一、第二主
成分と計量的多次元尺度構成法の第一、第二固有ベクト
ルの値に差が見られなかった。プロット図も同じになっ
た。そこで、主成分分析法と計量的多次元尺度構成法は
�で解析すると差が見られないのではないかという仮説
を立てた。その仮説を検討するために元々の形がわかる
幾何学的なデータを用いて解析をすることにした。出来
るだけ低次元で考えたいので立方体�三次元�の頂点の座
標をデータとした。結果は図�、図�に示す。
図を見ると、一見違いがあるように見える。それぞれの
主成分の分散の値は第一主成分も第二主成分も����� !"

で一致し、結果的にはどちらを第一主成分に採用しても
理論的には問題がないがプログラムの都合上、このよう
な結果になっていると思われる。一方、計量的多次元尺度
構成法は、軸という概念を持たないため、固有ベクトル
の値をそのまま座標に投影している。計量的多次元尺度
構成法の固有値は第一固有値も第二固有値も で二つに差
がないので描く平面は一意には決まらない。つまり、平
面を適当なところに決めてプロットしていることになる。
こちらもプログラムの都合上、偶然的にこのような結果
になったのだと思われる。一見、主成分分析法と計量的多
次元尺度構成法には差があるように見えるが、計量的多
次元尺度構成法の点#、�、"、 が作る平面に基準を合わ
せたとしたら、主成分分析法の結果と同じになる。つま
り、差があるように見えているが実はないということが
わかる。ユークリッド距離を用いて元のデータを変換さ

せて距離行列を作り解析すると、主成分分析法と計量的
多次元尺度構成法の差はないということがわかった。田
中・垂水$!%の主座標分析の理論からも言える。
また、ここで使用したデータに少しだけ長さを持たせ
て�平均�、分散�����の乱数を加えた。�同じように解析し
てみたところ、二つの結果に差がないということがわかっ
た。
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図 �� 多次元尺度構成法
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図 �� 主成分分析法

次に主成分分析法と非計量的多次元尺度構成法を一般
データを用いて比較した�非多次元尺度構成法は与えられ
たデータをユークリッド距離に変換しその距離行列をラ
ンク付けして順序尺度にした�ところ、プロット図には明
らかに差が出た。しかし、大きく外れる値はほぼ同じで
あった。二次元のデータを解析すると、プロット図はほ
ぼ同じ結果が出た。

� おわりに

主成分分析法と計量的多次元尺度構成法はデータをユー
クリッド距離に変換し、�でデータを解析をすると、主成
分分析法の第一主成分と第二主成分の分散が等しく、計
量的多次元尺度構成法の第一固有ベクトルと第二固有ベ
クトルの固有値が等しいときを除いては、解析結果に違
いは見られなかった。今回は�での解析しかやれず、ユー
クリッド距離以外での距離を与えての解析ができなかっ
たので、今後は距離データを様々な方法で変換して、比
較していきたいと思う。また、主成分分析法と非計量的
多次元尺度構成法を比較すると明らかにプロット図には
差が出たが、大きく外れる値はほぼ同じものとなった。
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