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1 はじめに

本研究では，2次元三角領域上の定積分を近似する適応
型数値積分則の構成を行う．

2次元の一般的な領域上の積分は，適当な領域分割と変
数変換により三角領域上の積分に帰着できる．この意味
で三角領域上の数値積分則は基本的で重要である．

適応型積分則とは，要求精度にしたがって三角領域を小
三角領域に分割し，各小三角領域に同じ基本公式を用い
る計算法である．分割が細かくなればなるほど精度はよ
くなる．その際，積分誤差の小さい部分は粗く分割し，積
分誤差の大きい部分は細かく分割することによって，一
様均等な分割法と比べて，より少ない分割数で同じ精度
が達成できる．

分割法については，牧[2]では，小三角形領域を最長辺
の中点と頂点を結ぶ線分で分割する方法を用いた．分割
法としては，被積分関数の変化が激しい方向に沿った辺
を分割するA.Genz，R.Coolsの方法[1]も有力と考えられ
る．今回は彼らの方法を参考に，より効率的な積分則の
構成をした．

2 数値積分則の設計

xy-平面上の3点a, b, cを頂点とする，三角領域をD =
D(a, b, c)と書く．
基本三角形領域∆ = D((0, 0), (1, 0), (0, 1))のn個の
標本点π1=(ξ1,η1),π2=(ξ2,η2),…, πn=(ξn,ηn)∈∆と重み
ρ1,ρ2,…, ρnによる積分公式を

Inf =
n∑

l=1

ρlf(πl)

と書く．

∆から一般の三角領域Dへのアフィン変換p = ϕ(q)に
よる変数変換で，

∫∫

D

f(p)dxdy = 2S

∫∫

∆

f(ϕ(q))dtdu．

この右辺に積分則Inを用いてD上の積分公式

In(D)f = 2S

n∑

i=1

ρif(ϕ(ξi, ηi)) ∼= Q(D)f (1)

を得る．

定義 2.1 (積分則の次数)
任意のs次式でQnf=Qf，かつQnf 6=Qfとなるs + 1次
式が存在するとき，積分公式Qnは次数sであると言う．

3 適応型積分則の基本アルゴリズム

εを許容誤差とする適応型積分Q̃(D, ε)は次のような再
帰関数で表現できる．

Q̃(D, ε)f =

{
In(D)f (En(D)f ≤ ε)
Q̃(D1,

ε
2 )f + Q̃(D2,

ε
2 ) (En(D)f > ε)

ここでは，ImをInの低次埋め込み公式と言う．
与えられた許容誤差ε > 0に対し真の積分値Q(D)fの近
似積分Q̃(D)fを

|Q̃(D)f −Q(D)f | ≤ ε

を満たすように計算する．
もし，

|Q̃(D)f −Q(D)f | > ε

なら，領域Dをその頂点と重心gを通る直線で小三角領域
D0, D1に2分し(図1)，それぞれに同じ積分則(1)を用いる．
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図 1: 三角形の分割

この再帰的な操作をくりかえし，すべての小領域で割
り当てられた許容誤差を満たした時点で近似積分が完了
する．
分割は，辺の中点と重心を結ぶ直線による面積等分割
を用いる．選ぶ辺により，3つの分割方向が考えられる効
率的な数値積分の構成には分割方向の決定が重要である．

4 適応型積分則における分割方向の決定法

4.1 牧の分割法とその欠点

牧[2]では，誤差の定理から，領域Dを含む最小の円の
半径を小さくするために三角形の最長辺を2等分した．こ
の方法では，被積分関数の情報が反映せず，理想的な分
割に比べ，分割数が増えてしまうと思われる．

4.2 A.Genz，R.Coolsの分割法とその欠点

A.Genz，R.Coolsは，被積分関数の4階差分を使って，
各辺方向の4次方向微係数を近似計算し，それが最大とな
る辺を分割する方法を提案している[1]．



彼らは，分割すべき三角形D=D(v0，v1，v2)において，重
心cを通り，dij=vj − vi方向の直線lij上の関数値を

fij(t) = f(c +
t·dij

15
)(n = 2)

による4階差分

Δ4fij = fij(−4)− 4fij(−2) + 6fij(0)− 4fij(2) + fij(4)

を計算する．そして，分割方向を定める指標を

Dij(f) = ||dij ||1|Δ4fij |
とし，これが最大の辺を分割する．

図 2: A.Genz，R.Cools法における差分の標本点配置

三角形領域におけるf(x)のdij方向の変化の激しさを4
階差分の絶対値|Δ4fij |でとらえている．
この方法の欠点は，高コストであることである．なぜ
なら，分割方向の決定だけに13点の付加的な標本点を消
費してしまうからである．

4.3 我々の方法

我々は，A.Genz，R.Coolsの方法を参考に，積分誤差を
考慮に入れた分割決定をするために，差分を採用した．そ
して，4階差分を採用していた彼らの方法では，計算した
い式が3次式のとき，4階差分が0になる．しかるに，我々
の積分公式は，埋め込み公式が2次であるため，3次式を
積分すると，一般には分割要求が起きるので不都合が起
きる．彼らの論文は高次則の使用を前提としているので，
4階差分を採用していたが，我々の研究では，埋め込み公
式が2次則なので，3階差分を採用することが妥当である
と考えた．
今回の3階差分の標本点は，

{
i，j ∈{0，1，2}，i6=j，
k ∈{0，1，2} − i，j

として，

fij(t) = f(
1
4
((3− t)vi + tvj + vk))

とする．これらはすべて積分標本点と重なり，三角形
の辺と平行に等間隔に並ぶ．これらの配置を図3に示す．
よって3階差分を取るので，

Δ3fij = fij(0)− 3fij(1) + 3fij(2)− fij(3)

を用いる．

図 3: 我々の方法による分割の標本点配置

4.4 数値実験結果

ここでは，ex+yの積分の結果を記載した．許容誤差は
ε = 10−6である．
この問題では，我々の方法は最高の効率を示した．G.C.
は，分割回数はFと等しいが，差分計算の非効率性のゆえ
に敗北を喫している．MはFに比べて，6倍もの標本点を
必要とした．

表 1: ex+yの分割回数
ex+y

M 159
G.C. 26

F 26

表 2: ex+yの計算回数
ex+y

M 2226
G.C. 702

F 364

5 おわりに

三角領域における適応型積分則をC言語で作成した．
牧[2]では，分割方向は，三角形領域の形状に基づき決
定したが，我々は，被積分関数の方向微係数に基づく決
定法を行った．また，決定法は，A.Genz，R.Cools[1]を
参考に差分法を利用したが，その階数は，埋め込み公式
の次数2を考慮して3とした．
これら3つの分割法により，数値実験を行った結果，我々
の方法が最優秀で最も少ない標本点で積分に成功した．
とはいえ，3次単項式x2yの積分では，かなり分割数が
大きくなるというように，不安定なふるまいもあり，今
後の改良が期待される．
また，今回は基本公式に3次則を用いたが，より高次の
基本公式を用いた適応型積分則に我々の分割法を組み合
わせた実験も興味深い課題である．
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