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1 はじめに

項の書き換えは等式論理に基づいており，方向性のあ
る交換規則として定義される．そのため，計算や論理に
も多用でき，コンピュータ科学を始め，論理学，代数学，
関数型言語，定理自動証明など，計算機科学の多くの分
野で用いられている．今日では，計算機科学の重要な研
究分野の一つとして広く認められている．
ここで，記号列の書き換えが計算であると考え，得ら
れる書き換え系を例に示す．1 + 1 = 2という等式を例に
とるとする．しかし，等式そのものは，計算という意味
はもたない．1 + 1 = 2という等式には左辺1 + 1と右辺2
が等価という意味しかない．そこで，等式を計算という
観点で見ると，記号列1 + 1から記号列2への書き換えと
見ることができる．すなわち，等式1 + 1 = 2を複雑な式
から単純な式への書き換え規則1 + 1 → 2 のように結び
つけることが可能である．
項の書き換え系の計算は，これらの書き換え規則を繰
り返し適用することで，与えられた項がもっとも単純な
形(正規形)に到達するまで減少させることで可能になる．
よって，等式に基づいて記述された関数型プログラムや代
数的仕様記述などを本質的に表現することができる．ま
た，自動証明における等式推論を考える上で，証明を効
率的な計算に置き換えることも可能となる．

2 抽象書き換え系

抽象書き換え系とは集合AとA上の二項関係→で定義さ
れる，系A = (A,→)のことを言う．
記法等は[1]に従い，ここでは主要な性質をあげる．
弱合流性(WCR性) ∀a, b, c ∈ A, b ← a → c ⇒ b ↓ c

合流性(CR性) ∀a, b, c ∈ A, b ←∗ a →∗ c ⇒ b ↓ c

WN性 Aが全てのa ∈ Aで正規形を持つ
SN性 Aが全ての簡約経路で有限である
UN性 ∀a, b, c ∈ A,

a →∗ b, a →∗ c, b, cは共に正規形⇒ b ≡ c

NF性 ∀a, b ∈ A, bが正規形でa = b ⇒ a →∗ b

次に，抽象書き換え系の諸性質の関連を示す．

定理
1. CR → NF 2. NF → UN

3. CR → UN 4. UN ∧WN → CR

5. SN ∧WCR → CR (Newmanの補題)

3 項への拡張

3.1 項

項とは，関数記号と変数から成り立っているもののこ
とをいう．記法等は[4]に従うものとする．記号

∑
は関数

記号の集合とし，f ∈ ∑
で，自然数nに対して

∑
のn変数

関数記号記号の全体を
∑(n)として示す．

定義 記号を
∑
，変数の集合をXとしたとき，

∑∩X = ∅
である．また，X上の

∑−term全体のT (
∑

, X)を帰納的
に定義すると，T (

∑
, X)は1, 2のみによってつくられる．

1. X ⊆ T (
∑

, X)　すなわちすべての変数は項である．

2. f ∈ ∑(n)
, t1, t2, · · · , tn ∈ T (

∑
, X)となるとき，

f(t1, t2, · · · , tn) ∈ T (
∑

, X)となる．

3.2 代入

記号を
∑
，Vを加算無限集合とするT (

∑
, V )上で今後，

σ : V → T (
∑

, V ) を代入という．代入を導入すること
で，可算無限集合から項へ対応させることができる．ま
た，項から項へも拡張させることができ，代入と代入を
合成させることもできることが証明できる．

3.3 identity

対(s, t) ∈ T (
∑

, V ) × T (
∑

, V )を
∑−identityという．

単に，identityともいい，s ≈ tと書く．また，identityの
とき，→E⊆ T (

∑
, V ) × T (

∑
, V )となる二項関係→Eを

次のように定める．記法等は本論文3.1.3定義に示す．

s →E t ⇔ ∃(l, r) ∈ E, p ∈ Pos(s), σ ∈ Sub

s|p = σ(l), t = s[σ(r)]p

3.4 同値関係↔∗
E

↔∗
Eは→Eから導かれる同値関係で，→E⇒↔∗

Eである
ような最小の関係であることが定義される．
このことより，→Eでいえることに関しては，→∗

Eでも
いえて，関係付けることができる．

3.5 等式理論

アルファベット
∑
と

∑
上の項の等式に関する理論であ

る．ここでの等式仕様(
∑

, E)が定義する等式理論は，等
式の集合Eの公理を1とし，次の2 ∼ 6の公理と推論規則
によって導出される等式の集合である．

1.
(s ≈ t) ∈ E

(
∑

, E) ` s ≈ t
2.

(
∑

, E) ` t ≈ t

3.
(
∑

, E) ` s ≈ t

(
∑

, E) ` t ≈ s
4.

(
∑

, E) ` s ≈ t

(
∑

, E) ` σs ≈ σt

5.
(
∑

, E) ` s1 ≈ t1, · · · , (
∑

, E) ` sn ≈ tn
(
∑

, E) ` f(s1, · · · , sn) ≈ f(t1, · · · , tn)

6.
(
∑

, E) ` t1 ≈ t2, (
∑

, E) ` t2 ≈ t3
(
∑

, E) ` t1 ≈ t3

定理 E ` t ≈ s ⇔ t ↔∗
E s

この定理が証明できたことにより，等式論理と↔∗
Eを対

応させられることがわかる．また，EがSN性とCR性を
持つ場合，t →E sとも対応させられる．そして，EをR

のような規則によって制限をすることによって，次に示
す項の書き換え系が示せる．



3.6 項の書き換え系

書き換え規則の集合の対(T (
∑

, V ), R)を項の書き換え
系という．このときR = {si → ti | s, t ∈ T (

∑
, V ), i ∈

I} は項の対si, tiから作る書き換え規則si → tiの集合で
si, ti, (i ∈ I)はsi /∈ V, V ar(ti) ⊆ V ar(si)を満たす．

例 自然数上の加算を項書き換え系として表す．まず，∑(0) = {0}, ∑(1) = {s}, ∑(2) = {plus}, V = {x, y}
とし，0, 1, 2, · · ·を0, s(0), s(s(0)), · · ·と表現できる．する
と，等式EとEを左辺から右辺への書き換え系とみなした
Rを以下のように示せる．

E =

{
x + 0 = x

x + s(y) = s(x + y)

R =

{
plus(x, 0) → x

plus(x, s(y)) → s(plus(x, y))

このように実際の計算をすべて書換規則のみで表現す
ることが可能である．計算可能な関数は有限回の書換に
より表せることが知られており，項書き換え系は計算モデ
ルとして活用できる計算能力を持っていることがわかる．

4 判別問題

ここでは，今までの恒等式上での考えとは違い，方程
式t = sで考察していく．

4.1 Syntactic unification

Syntactic unification(構造の単一化)とは，E, s, tが与
えられたとき，σs ≈ σtを満たすようなσを見つけるこ
とをいい，語問題を解くための過程のことをunification

という．このことは合流性や危険対などの基礎としても
使われている．したがって，E = ∅であるs, tにおいて
σ(s) ≡ σ(t)が存在するか否かを答えて，存在するならば
σを返す，というようなものを考える．

4.2 Unify

E = ∅であるとき，E ` σ(t) ≈ σ(s)となる代入σを見
つけるアルゴリズムをUnify(単一化)という．
本論文4.2節において，Unifyを考える問題が解くこと
が可能ならば，Unifyは失敗しないことが証明できるの
で，方程式上へも拡張できることがいえる．

5 簡約戦略

簡約を行なう上で，可簡約項と書き換え規則の選び方
などによって求められる項が異なってくる．その選び方
を戦略とし，考える上で必要なことを示していく．

5.1 正則項書き換え系

線形· · ·同一変数を二つ以上含まないこと
左線形· · ·書き換え規則のsが線形
重なり· · · ∃u ∈ Pos (s1) ,

∃代入θ[s1|u /∈ Vかつθ(s1|u) ≡ θs2]
左線形かつ重なりのない書換を正則項書き換え系という．
また，正則項書き換え系がCR性を持つことについては

[3]に示されているため参照にしてほしい．

6 危険対

正則項書換系はCR性を持つので，適応の場所や順序に
関係なく，唯一の正規系が得られる．しかしながら，一
つの項に複数の書き換え規則が適応できる場合，適応の
場所や順序によって異なる項が出現する．このCR性を分
析するため，危険対を導入する．

7 完備化手続き

等式の集合E = {si ≈ ti | i ∈ I}を考える．普遍代数に
おいては，等式s ≈ tがEから導けるかを決定する問題を
考える．

7.1 厳格半順序

任意の集合X上に定義された二項関係Âが厳格半順序で
あるとは，推移的(∀x, y, z ∈ X(x ≺ y, y ≺ z ⇒ x ≺ z))
かつ非反射的(∀x ∈ X¬(x ≺ x))であることである．

CPC手続きが完備な項書換系となりプログラムが終了
するか否かは厳格半順序に依存する．

7.2 CPC手続き

CPC手続きとは，等式の集合Eと項の間の厳格半順序
Âを与え，そこから書き換え規則の集合Rを導き出し，R

の危険対の集合CPを作る．そこから一つ危険対を取り出
し，Rに関してそれぞれ正規形を求め，その正規形が等し
くなければ，厳格半順序に基づいて新しい書き換え規則
をRに追加する．これを繰り返し行い，CP = ∅になった
ら終了するプログラムのことをいう．そして，書き換え
系Rを完備化するためには，論理的に等価な変形を行い，
発散する危険対を消せばよい．

8 終わりに

本論文で，抽象的なものから等式理論への対応のさせ
方や，完備化手続きにいたるまで，項の書き換えの基礎
について詳しく学ぶことが出来た．よって今後，さらに
項の書き換えについて学んでいく上で，一歩でも，正確
に出てくるプログラムに近づきたい．
また，項の書き換えについて興味を持ったのであれば，

[2]には是非目を通してもらいたい．そして，[5]，[6]も参
考にされるといいだろう．
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