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� はじめに

本研究では二次元三角領域上の定積分を近似する適応
型数値積分則の構成を行う．
二次元の一般的な領域は，適当な領域分割と変数変換
により三角領域上の積分に帰着できる．この意味で三角
領域上の数値積分法は基本的で重要である．
点����	��
��	����
	を頂点とする三角形を基本三角形と
呼ぶ．基本三角形上の近似積分公式を基本公式と呼ぶ．任
意の三角領域上の積分は，アフィン変換により基本三角
形上の積分に変換できるので�基本公式によりすべての三
角領域における積分の近似値が計算できる．
適応型積分則とは，要求精度にしたがって三角領域を小
三角領域に分割し，各小三角領域に同じ基本公式を用い
る計算法である．分割が細かくなればなるほど精度がよ
くなる．その際，積分関数の変化の緩やかな部分は粗く分
割し，変化の激しい部分は細かく分割することによって，
一様均等な分割法と比べて，より少ない分割数で同じ精
度が達成できると思われる．そのためには関数の局所的
な変化の激しさを評価する数値的な指標が必要である．

� 基本公式について

���平面上の�点� � ��� �	�� � �
� �	�� � ��� 
	を頂点
とする三角形領域を基本三角領域と呼ぶ．�個の標本点
������� ��	����������	�…� ���������	�と重み������

…� ��による積分公式を特別に
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と書き基本公式と呼ぶ．
基本公式は，変数変換により任意の三角領域

������ �� 		の近似積分に用いることができる．�

の面積を�とする，基本領域から�へのアフィン変換
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この右辺に積分則��を用いて積分公式
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を得る．

��� � �	次以下の�変数多項式全体の集合を�
� � ����� �	 � ��� � � ��と書く．次数は全次数である．
任意の	 � ��で����		 � ���		，かつ����		 	� ���		

となる	 � ����が存在するとき，積分公式����	は次数
�であると言う．アフィン変換で，�� �の�次以下の多項
式は�� �の�次多項式に変換されるから，��が�次公式なら
����	も�次公式である．三角形を含む最小円板の半径を
三角形の半径とよぶ．

� 適応型積分則の領域分割法と分割の判断指
標について

与えられた許容誤差� � �に対し真の積分値���		の近
似積分 ����		を
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を満たすように計算することを目標とする．
まず，�全体に�次積分則����	を用い ����		 � ����		

とする．もし，
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なら，領域�をその頂点と重心
を通る直線で小三角領域
��� ��に�分し�図�	，それぞれに同じ積分則�
	を用いる．
各小領域には許容誤差��� を割り当て，
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なら
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として終了する．もし�いずれかの�で��	が成立しなけれ
ばその領域をさらに�分する．この再帰的な操作をくりか
えし，すべての小領域で割り当てられた許容誤差を満た
した時点で近似積分が完了する．
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図 
� 三角形の分割

ここで問題となるのは誤差評価である．用いる�点基本
公式を��，標本点の集合を��とする．��の部分集合を
���� � �	としそれを標本点とする低次基本公式を��
とする．
この�つの公式の差で��の誤差を推定する．すなわち
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である．これにより，�を許容誤差とする適応型積分
����� �	は次のような再帰関数で表現できる．
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��を��の埋め込み公式と言う．

� 標本点の再利用

元の領域で使った標本点を使い捨て，分割後にまた計
算することはロスになるので，共通の標本点の再利用を
考える．例として三角形の頂点を標本点とする積分則を
考える．
元の領域で標本値�������
������を標本点の上に書いた図
と，分割後の�つの三角形での標本値���������
�������と
�
�����
�
���
���を標本上に書いた図を並べて示す．�図�	

図 �� 分割前，分割後

標本値は�つに増えるが次のように再利用できる．
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ゆえに，新たに計算しなければならない標本値は���
�の

個に抑えることができる．

� ���	
�����による�プログラム自動生成

�点積分則��は標本点の�� �座標と重みを合わせると��

個のデータが必要である．また誤差評価のために埋め込
む低次公式の標本点番号と重みが必要である．
高次公式では�が大きくなるので，これらを間違いなく
プログラムすることが困難である．
標本値の再利用をプログラム化することはさらに複雑
で困難を極める．
そこで�����������により�のプログラムを部分的に自
動生成することにした．

� 数値実験結果

基本三角領域上で関数	��� �	 � ���	を積分する．
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を許容誤差� � 
���で近似する．

図 �� 標本点 図 �� 誤差評価用標本点

下の図のような標本点を使いプログラムを実行した．
プログラムの実行結果は
 ������!!���!��""となった．
絶対誤差
 ����		 � ���		 
 � ��!!� 
��� � �許容誤差
を満たしている．
図�は本研究の方法を適用したときの三角形分割を示す．
被積分関数の変化の激しい領域を密に分割していること
がわかる．
この場合分割回数は��回なので，標本点を再利用しな
い場合は���個の標本点が必要となるが，再利用した場合
は標本点が増える割合は一回の分割で

個なので，標本
点数は���個になる．
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� おわりに

三角領域における数値積分において，求める精度の近似
積分を行う適応型積分則を�言語で作成した．標本値の計
算回数を減らすため，分割前の親領域の標本値を分割後
の子領域で再利用できるものは再利用した．子領域同士で
共通な標本値は
度計算して共通に使うようにした．その
ためのプログラムは非常に複雑になるため�����������

で自動生成するプログラムを作成した．
今回は，三角形の最長辺を分割しているが，関数の変
化が激しい方向にそった辺を分割する方法�
�も有力な方
法と考えられるが，それに関したては今後の課題とする．
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