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1 はじめに

本研究では、小野[1]と松本[2]を参考にして、直観主義
論理のcut除去定理の証明を理解する。ただし、この要旨
では、第４章にて、証明の一部を行うことにする。

2 直観主義論理の体系LJ

1. 項と論理式は次のように定義される。

• 対象定数と自由変数は項である。
• 命題変数は論理式である。
• t1, · · · , tnが項で、Pがn変数の述語記号のとき、

P (t1, · · · , tn)は論理式である。

• A, Bが論理式のとき、(¬A), (A ∧ B), (A ∨ B),
(A ⊃ B)は論理式である。

• F (a)が論理式で、aが自由変数のとき、∀xF (x),
∃xF (x)は論理式である。

2. LJにおける式は次の形で表現される。
A1, · · · , Am → θ

Aiは論理式、θは空か一つの論理式を表す。
　LJの式の右辺には、「二つ以上の論理式をもた
ない」という制限がある。また、この式は、「仮定
A1, · · · , Amが全て成立するとき、θが成立する。」を
表す。
公理 Aが任意の論理式のとき、A → Aの形の式が
始式である。

3. LJには、次の式の構造と論理記号に関する推論規則
が、それぞれ５個と１２個ある。これらにおいて、Γ
とΣは論理式の列，θは空か一つの論理式を表す。
　推論規則の上式と下式で、数・順・形が不変の論
理式をパラメーター，不変でない下式の論理式を主
論理式，上式の論理式を副論理式という。

　Γ → θ

A, Γ → θ
(w左)　

Γ →　
Γ → A

(w右)

A, A, Γ → θ

　A, Γ → θ
(c左)　

Γ, B, A, Σ → θ

Γ, A, B, Σ → θ
(e左)

Γ → A　A, Σ → θ

Γ, Σ → θ
(cut)

　　Γ → A

¬A, Γ →　 (¬左)　
A, Γ →　　
　Γ → ¬A

(¬右)

　　Ai, Γ → θ

A1 ∧ A2, Γ → θ
(∧左)　

Γ → A　Γ → B

Γ → A ∧ B
(∧右)

A, Γ → θ　B, Γ → θ

A ∨ B, Γ → θ
(∨左)　

Γ → Ai　　
Γ → A1 ∨ A2

(∨右)

Γ → A　B, Σ → θ

A ⊃ B, Γ, Σ → θ
(⊃左)　

A, Γ → B　　
　Γ → A ⊃ B

(⊃右)

　F (t), Γ → θ

∀xF (x), Γ → θ
(∀左)　

Γ → F (a)　
Γ → ∀xF (x)

(∀右)

　F (a), Γ → θ

∃xF (x), Γ → θ
(∃左)　

Γ → F (t)　
Γ → ∃xF (x)

(∃右)

「∀左」と「∃右」におけるtは任意の項であり、「∀右」
と「∃左」におけるaは下式のどの論理式にも現れな
い自由変数である。

4. LJの証明図は次のように帰納的に定義される。

• 始式のみでもLJの証明図であり、その終式は始
式自身である。

• 式S1, S2を終式とするLJの証明図がそれぞれ

P1, P2のとき、
S1

S
,
S1　S2

S
がLJの推論規則なら

ば、
P1

S
,
P1　P2

S
はLJの証明図であり、その終式

はSである。

3 LJのcut除去定理とその証明の準備

定理 （LJのcut除去定理）　式Γ → θがLJで証明可能
ならば、推論規則cutが一度も使われない式Γ → θの証明
図が存在する。

　この章では、上の定理を証明するための準備を行う。
また、推論規則Ｉを幾度か行うことを、(Ｉ’)と表す。
　まず、下の推論規則mix(cutの拡張)を導入する。

Γ → m　Σ+ → θ

Γ, Σ → θ
（m）

　’m’はm-論理式といい、それにあたる論理式を、右端
の括弧内に当てはめる。 ’Σ+’は一つ以上のm-論理式を含
んでいる論理式の列，’Σ’はΣ+からm-論理式を全て取り
去った論理式の列を表す。
　cutはmixを，mixはcutを用いて、互いに表現すること
ができる。よって、cutとmixはこの意味で同値であり、
cutは全てmixに置換することができる。したがって、こ
れ以降、証明図に現れる全てのcutを、mixに置換した証
明図のみを考えることにする。
　次に、mixが一番下のみの証明図のgradeとrankを以下
のように定義する。

• grade(γで表現)：m-論理式に含まれる論理記号の数

• rank(ρで表現)：次の左rankと右rankの和
すなわち「ρ＝ρl＋ρr≧2」となる。

• 左rank(ρlで表現)：mixの左上式(S1)から上へ式をた
どるとき、右辺にm-論理式を含む式の最大個数

• 右rank(ρrで表現)：mixの右上式(S2)から上へ式をた
どるとき、左辺にm-論理式を含む式の最大個数



4 LJのcut除去定理の証明

補助定理 　mixが一番下のみにある証明図は、それを
省いた証明図に変形できる。
　証明図にmixが複数ある場合でも、上から順に省くこ
とができるので、補助定理が成立するとき、同時にLJの
cut除去定理も成立する。
　gradeγとrankρによる二重帰納法を用いて、補助定理を
証明する。mixが一番下のみにある証明図全体を「P」と
し、そのmixに関わる部分を「P0」とする。Pのgradeや
rankとP0の形により、次の場合分けをして、それぞれの
形に適した変形を行い、P0からmixを除去する。変形後、
変形したP0の上方と下方に、元の証明図の対応する部分
を置く。但し、Pのgradeとrankは、変形前を「γ, ρ」，変
形後を「γ′, ρ′」と表現する。

1. 「γ≧0，ρl＞1，ρr≧1」のPを変形して、「γ′＝γ，
ρ′l＜ρl，ρ′r＝ρr」のPにする。

2. 「γ≧0，ρl≧1，ρr＞1」のPを変形して、「γ′＝γ，
ρ′l＝ρl，ρ′r＜ρr」のPにする。

3. 「γ≧0，ρ＝2」のPを変形して、「γ′＜γ，ρ′≧ρ 」のP

にする。

以下、２と３の場合の証明の一部を示す。

２．「γ≧0，ρl≧1，ρr＞1」のPを変形
(a)S1の左辺がm-論理式を含んでいるとき

Γ → m　Σ+ → θ

Γ, Σ → θ
（m）

　このS1を省いて、下のようにmixを除去できる。

Σ+ → θ
m, Σ → θ

(c左′e左′)

Γ, Σ → θ
(w左′e左′)

(b)S2がある推論規則Ｉの下式で、主論理式が左辺
　のm-論理式でないとき

Γ → m
Ψ+ → Ω
Σ+ → θ

(Ｉ)

Γ, Σ → θ
(m)

　先に推論規則Ｉを行うことで、「ρ′r = ρr − 1」となる。

Γ → m Ψ+ → Ω
Γ, Ψ → Ω

(m)

Γ, Σ → θ
(Ｉ, e左′)

(c)S2が式の構造に関する推論規則Ｉの下式で、主論理式
　が左辺のm-論理式のとき、この推論規則Ｉによって、
　Σ+が含んでいるm-論理式の数や順が変わるだけであ
　るので、mixをやり直せばよい。
(d)(a)ではなく、S2が論理記号に関する推論規則Ｉの下
　式で、主論理式が左辺のm-論理式のとき、一番外側の
　論理記号の種類によって６通りあるが、ここではm-論
　理式が「¬A」のときのみを示す。

Γ → ¬A

　　Σ+ → A

¬A, Σ+ →　 (¬左)

Γ, Σ →　 (¬A)

　これを下のように変形する。

Γ → ¬A

Γ → ¬A Σ+ → A
　　Γ, Σ → A

(¬A)

¬A, Γ, Σ →　 (¬左)

Γ, Γ, Σ →　 (¬A)

　Γ, Σ →　 (c左′e左′)

　上の図の、上方のmixに対する証明図は、右rankがρr

より一つ小さくなっている。よって、帰納法の仮定によ
り、そのmixの下式は、mixのない証明図によって証明で
きる。したがって、下方のmixに対する証明図は、右rank
がρrが1になるようにできる。よって、帰納法の仮定によ
り、全てのmixを省くことができる。これは、他の５通り
の場合でも同じことがいえる。

３．「γ≧0，ρ＝2」のPを変形
(a)S1が始式のとき

m → m　Σ+ → θ

m, Σ → θ
（m）

　このS1を省いて、下のようにmixを除去できる。

Σ+ → θ

m, Σ → θ
（c左′e左′）

(b)S2が式の構造に関する推論規則Ｉの下式のとき

Γ → m

　Σ → θ

m, Σ → θ
(w左)

Γ, Σ → θ
(m)

　mixの上式を省いて、下のようにmixを除去できる。

　Σ → θ

Γ, Σ → θ
（w左′）

(c)S1, S2が論理記号に関する推論規則Ｉの下式で、主
　論理式が左辺のm-論理式のとき、一番外側の論理記
　号の種類によって６通りあるが、ここではm-論理式
　が「A ∧ B」のときのみを示す。

Γ → A Γ → A
Γ → A ∧ B

(∧右)
　　A, Σ → θ

A ∧ B, Σ → θ
(∧左)

Γ, Σ → θ
(A ∧ B)

　’Σ−’はΣから論理式Aを全て取り去った論理式の列を
　表す。これは変形後、P0から式Γ → Bが消え、「γ′ < γ」
　のPとなる。

Γ → A A, Σ → θ

Γ, Σ− → θ
(A)

Γ, Σ → θ
(w左′, e左′)

参考文献

[1] 小野寛晰:情報科学における論理,日本評論社,1994.

[2] 松本和夫:数理論理学（復刊） ,共立出版 ,2001.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles false
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


