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� はじめに

本研究では、小野��	第
章で述べられているラムダ計算
と直観主義論理の自然演繹の体系との関係を理解する。特
にカリー・ハワードの同型対応とよばれる型つきラムダ
項と直観主義論理の自然演繹の体系��の証明図の間の対
応関係について理解することを目的とする。具体的には、
まず直観主義論理の自然演繹の体系��を深く理解するた
めに直観主義論理のシークエントの体系�との同等性を
証明し、次にラムダ計算について定義し、型つきラムダ
項によって��の証明図を表現できることを示す。

� 直観主義論理の体系

この節では直観主義論理の自然演繹の形式体系��を導
入する。ここではシークエント体系�の定義と、��と�

の関係については省略する。

��� 自然演繹の形式体系��

����� ��の推論規則

自然演繹の形式体系��の推論規則は�����についての
導入��������������と除去�������������の規則からなり、
そのほかに�についての規則がある。ここでは�� ��と
�� ��のみ示す。
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�� ��については、�から何ステップかで�が導かれる
ことを表し、� � �が導かれるときには仮定�を必要と
しない。カッコ� 	は、この推論を行なったあと�を仮定
から取り除いてもよい�取り除かなくてもかまわない�こ
とを示す。

����� ��の証明図と結論

��の推論規則を繰り返し適用することにより得られる
木の形をした図式が��の証明図である。証明図の一番下
の論理式をこの証明図の結論といい、証明図の一番上に
ある論理式をこの証明図の仮定という。証明図の途中で
使われた推論規則�� ��などによって、この証明図の仮定
は取り除かれる。
一般的に、論理式�と論理式の有限集合�に対して、��
の証明図�の取り除かれていない仮定がすべて�に属し、
さらに�の結論が�のとき、�は仮定�から�に到る証明
図であるという。�には取り除かれていない仮定以外の論
理式が入っていてもかまわない。�から�に到る証明図が
存在するとき� ��� � と表す。また、混乱が生じない限
り、��� の添字の��を略し単に� と書く。

����� ��の証明可能性

仮定がすべて取り除かれているような��の証明図�の
結論が�であるとき、�は�に到る証明図であるという。
�に到る証明図が存在するとき、�は��で証明可能であ
るといい��� � と表す。

� ラムダ計算と��

この節ではラムダ計算を定義し、��と型つきラムダ計
算の関係について述べる。

��� ラムダ計算

����� ラムダ計算の概念

ラムダ計算は関数の計算を一般的、そして抽象的に取
り扱う理論であり、帰納的関数の理論と深く結びついて
いる。最近では、関数型のプログラミング言語の性質を
理論的に考察する際の枠組みとして利用されており、ラ
ムダ計算の応用面についても研究がなされている。
ラムダ計算における基本的な演算は関数の抽出���������

�����と関数の適用��  ��������� の二つである。

定義 ��� ラムダ項�� � �����

ラムダ項は次のように帰納的に定義される。

�� 変数はラムダ項である。

�� �が変数で	がラムダ項ならば���
	�はラムダ項で
ある。

�� 	および�がラムダ項ならば�	��はラムダ項であ
る。

しばしばカッコを省略し、����
����
�� � � ����
	� � � ����

を������ � � ����
	 と略し�カッコを右側から補えばよ
く�、また、��� � � ��	������ � � �����を	���� � � ���と
略す�カッコを左側から補う�。与えられたラムダ項	の
部分項とは、	を構成する途中で現れるラムダ項のこと
とする。

����� アルファ変換

ラムダ項に対しては自由変数と束縛変数が定義される。
ラムダ項�の中で変数�が���
	�の形の�の部分項の中
に出現するとき、その�の出現は�において束縛されてい
る�������という。そうでない変数�の出現は�において
自由である�!����という。ラムダ項�において変数�のあ
る出現が束縛されているとき、�は�の束縛変数であると
いい、変数�のある出現が自由であるとき、�は�の自由
変数であるという。

定義 ��� ラムダ項における代入

与えられたラムダ項	��と変数�に対して、ラムダ項
	 ����	を次のように定義する。	 ����	は	の中の�の
自由な出現を�で置き換えることによって得られるラム
ダ項を表す。
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�� ��
� �����	 " �
�� ����	� �と�は異なる変
数で、が�の中に自由な出現を持たないか、�が�
の中に自由な出現を持たないとき。すなわち変数の
衝突が起こらないとき。�


� ��
� �����	 " ��
��� ���	�����	� �と�は異
なる変数で、��以外のとき。すなわち変数の衝突が
起こるとき。ただし�は�にも�にも現れないような
変数とする。�

以上の準備をしたうえで、次にアルファ変換を定義する。

定義 ��� �アルファ変換� ラムダ項�における束縛変
数の置き換えとは、�から�の中の一つの部分項��
	を
�
�	 ���	�で置き換えたラムダ項� �を作ることを意味す
る。ただしは	に自由な出現を持たないものとする。ラ
ムダ項�から束縛変数の置き換えを何回か��回でもよい�

繰り返すことによりラムダ項�が得られるとき、� "� �

と表し、�は�からアルファ変換により得られるという。

ここで、アルファ変換の性質として次の補助定理を示す。

補助定理 ��� � "� �ならば� "� �である。

補助定理���はラムダ項�、�の構成に関する帰納法に
よって証明される。

��� カリー・ハワードの対応

����� 型つきラムダ計算

数学では関数を考えるときにはその定義域と値域を込
めて考えている。たとえば、�は集合�から�への関数�ま
たは写像�であるという言い方をし、�：� � �のように
表す。したがってこの場合、�に対する�の値が定義され
るのは、� � �のときに限られる。
ラムダ計算では����のような表現も許されており、こ
のような表現が意味を持つために�がどんな定義域と値域
を持つ関数なのかについて、ここでは型をつけたラムダ
計算を与えることにより定義する。

定義 ��� 型��$ ��

型は次のように帰納的に定義される。

�� 型変数�� �� �� � � �は型である。

�� �と�が型のとき、��� ��は型である。

混乱が生じない限り、カッコは省略してもよい。とくに
��� � ��� � � � � ��� � �� � � ���を�� � �� �

� � ��� � �と略す。
次に型つきラムダ項とその項の持つ型を定義する。ま
ず、おのおのの型�に対して型�を持つ変数��

�
� ��

�
� � � �を

無限個用意しておく。

定義 ��� 型つきラムダ項��$ �� � � �����

型つきラムダ項とその型は次のように帰納的に定義さ
れる。

�� 型�を持つ変数はすべて型つきラムダ項であり、そ
の型は�である。

�� �が型�を持つ変数で	が型�を持つ型つきラムダ項
ならば、���
	�は型� � � を持つ型つきラムダ項
である。

�� 	および�がそれぞれ型�� �と�を持つ型つきラ
ムダ項ならば、�	��は型�を持つ型つきラムダ項
である。

����� 型つきラムダ項の図表示

与えられた型つきラムダ項を図で表現し、型だけを残
すことにより��の証明図を得ることができる。与えられ
た型つきラムダ項を図で表現したものを、与えられた型
つきラムダ項の図表示と呼ぶ。

定理 ��� 任意の型つきラムダ項は、含意記号のみを
論理記号として持つ一つの��の証明図を定める。特に、
与えられた型つきラムダ項の型が�であるとき、それに対
応する��の証明図の結論は論理式�である。一般に、	
が自由変数��� � � � � ��を含む型つきラムダ項でその型が�
であり、さらに��� � � � � ��はそれぞれ型��� � � � � ��を持つ
とすれば、	に対応する��の証明図は仮定��� � � � � ��か
ら�に到る証明図である。

型つきラムダ項	に対して定理���により定められる��

の証明図を%�	�と表すとする。

����� 型つきラムダ項による��の証明図の表現

与えられた型つきラムダ項の図表示から型だけを残す
ことで、��の証明図を得ることができた。次はその逆の
過程�つまり、��の証明図が与えられたとして、型つきラ
ムダ項の図表示を得ること�と%の関係について考える。

定理 ��� 論理式�に到る��の証明図�が型つきラム
ダ項	によって表現されていると仮定する。このことを、
&�� � "	とおく。このとき、%�	� " �が成立する。し
たがって、型つきラムダ項に対して��の証明図を与える
対応%と、��の証明図に対して型つきラムダ項を与える
対応&とは逆対応の関係にある。正確には%�&�� �� " �

および&�%�	�� "� 	が成立する。

定理���と定理���より得られた型つきラムダ項と��の証
明図の間の対応関係はカリー・ハワードの同型対応�'���$�

(�)��� ������ *����と呼ばれ、次のように図式的に表
現される。

型つきラムダ項
�
��
�

証明図
�
�

�
�

�項の�型 �� �証明図の結論である�

論理式
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