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はじめに

本研究では、森[1]で研究されたGentzenのシークエント
計算の体系の証明可能性を判別するプログラムをとりあ
げる。証明可能か否かを判別するアルゴリズムを作成す
る過程において、シークエント計算に対する理解をより
深めることを目的とする。

1 体系LKと体系LK*

1.1 論理式について

基本となる論理的操作を形式化したものが論理結合子
である。論理結合子としては次のものを使う。

∧ かつ 論理積
∨ または 論理和
⊃ ならば 含意
¬ でない 否定

これらの論理結合子を繰り返し用いることにより、論
理式が定義される。
定義

1. それぞれの命題変数は論理式である。

2. A,Bがともに論理式ならば、(A∧B)、(A∨B)、(A ⊃
B)、(¬A)はいずれも論理式である。

1.2 体系LKについて

ここでは小野[3]にしたがって、体系LKを定義する。
体系LKにおける基本的な表現は式である。式とは以下
のような形をしたものである。

A1, · · · , Am → B1, · · · , Bn

ここで、mとnは0でもよく、Ai, Bjは論理式である。
体系LKの公理に相当するのは始式である。LKの始式
は以下の形である。

A → A

体系LKの論理結合子に関する推論規則は、次の10個で
ある。

Γ → ∆, A Γ → ∆, B

Γ → ∆, A ∧ B
(∧右)

A, Γ → ∆ B, Γ → ∆

A ∨ B, Γ → ∆
(∨左)

Γ → ∆, A

Γ → ∆, A ∨ B
(∨右1)

Γ → ∆, B

Γ → ∆, A ∨ B
(∨右2)

A, Γ → ∆, B

Γ → ∆, A ⊃ B
(⊃ 右)

Γ → ∆, A B, Γ → ∆

A ⊃ B, Γ → ∆
(⊃ 左)

A, Γ → ∆

A ∧ B, Γ → ∆
(∧左1)

B, Γ → ∆

A ∧ B, Γ → ∆
(∧左2)

A, Γ → ∆

Γ → ∆,¬A
(¬右)

Γ → ∆, A

¬A, Γ → ∆
(¬左)

体系LKの構造に関する推論規則は、次の７個である。

Γ → ∆
A, Γ → ∆

(weakening左)
Γ → ∆

Γ → ∆, A
(weakening右)

A, A, Γ → ∆

A, Γ → ∆
(contraction左)

Γ → ∆, A

Γ → ∆, A, A
(contraction右)

Γ, A, B, Π → ∆

Γ, B, A, Π → ∆
(exchange左)

Γ → ∆, A, B, Σ

Γ → ∆, B, A, Σ
(exchange右)

Γ → ∆, A A, Π → Σ

Γ, Π → ∆, Σ
(cut)

ただし、Γと∆は論理式の列である。

1.3 LK*について

体系LK*はGentzenによるシークエント計算の体系LK
を変形したものである。体系LK*の式は以下のような形
をしたものである。

{A1, · · · , Am} → {B1, · · · , Bn}
また、体系LK*の公理は、

{A1, · · · , Am, C} → {B1, · · · , Bn, C}
体系LK*の推論規則は次の８個である。

Γ → ∆ ∪ {A} Γ → ∆ ∪ {B}
Γ → ∆ ∪ {A ∧ B}

(∧右)
Γ → ∆ ∪ {A, B}
Γ → ∆ ∪ {A ∨ B}

(∨右)

{A} ∪ Γ → ∆ ∪ {B}
Γ → ∆ ∪ {A ⊃ B}

(⊃ 右)
{A} ∪ Γ → ∆

Γ → ∆ ∪ {¬A}
(¬右)

{A, B} ∪ Γ → ∆

{A ∧ B} ∪ Γ → ∆
(∧左)

{A} ∪ Γ → ∆ {B} ∪ Γ → ∆

{A ∨ B} ∪ Γ → ∆
(∨左)

Γ → ∆ ∪ {A} {B} ∪ Γ → ∆

{A ⊃ B} ∪ Γ → ∆
(⊃ 左)

Γ → ∆ ∪ {A}
{¬A} ∪ Γ → ∆

(¬左)

ただし、Γと∆は論理式の有限集合である。

2 LKとLK*の比較と同等性

2.1 LKとLK*の比較

ここでは恒川[2]にしたがって体系LKとLK*の同等性を
示す。

2.1.1 式の形

LK*はLKにおける左辺と右辺を集合として扱うことで、
contraction,exchangeを推論規則とする必要がない。

2.1.2 公理

LK*は、左辺と右辺の共通部分が空でない式を公理と
することで、weakeningも必要ない。

2.1.3 推論規則

LKの(∨右1)と(∨右2)の２つは、LK*の(∨右)に対応す
る。また、LKの(∧左1)と(∧左2)の２つは、LK*の(∧左)
に対応する。

2.1.4 LK*の利点

体系LK*は、LKにおけるシークエントの左辺と右辺を
集合として扱うことで証明しやすくなっている。



2.2 LKとLK*の同等性

LKとLK*の同等性、すなわち次の２条件の同等性を証
明する。

(I) {A1, · · · , Am} → {B1, · · · , Bn}がLK*で証明可能

(II) A1, · · · , Am → B1, · · · , BnがLKで証明可能

2.2.1 LK*⇒LK((I)から(II)を証明)

(I)を仮定すると{A1, · · · , Am} → {B1, · · · , Bn}を終式
とする証明図Pがある。Pの式の数をlとし、lについての
数学的帰納法で(II)を示す。
ここでは証明は省略する。

2.2.2 LK⇒LK*((II)から(I)を証明)

LK*でのweakening右・左 LK*にはLKのweakeningに
対応する推論規則が存在しないため、(I)から(II)を証明し
たときのようには(II)から(I)を証明することができない。
そのため、weakeningに対応する２つの推論規則を次のよ
うに定め、これらがLK*で成立することを証明できる。

Γ → ∆
{A} ∪ Γ → ∆

Γ → ∆
Γ → ∆ ∪ {A}

同等性の証明 (II)を仮定すると、cut除去定理より
A1, · · · , Am → B1, ·, Bnを終式とするcutのない証明図P

がある。Pの式の数をlとする。lについての数学的帰納法
で(I)を示す。
ここでは証明は省略する。

3 アルゴリズム

3.1 証明可能性を判別するアルゴリズム

LK*の証明可能性は、証明したい論理式Aに対して→ A

を終式とする証明図が与えられるか否かで判定すること
ができる。前章で、LK*の証明図における上式、下式の
同等性が確認できているため、まず終式を→ Aとして、
この式に各推論規則を適用し、論理記号を一つずつ減ら
していき、証明図が始式に到達できるか否かで判定でき
る。具体的には以下のように判定する。

Step1

→ AをSとする。

Step2

(i) Sに論理記号がない場合で、公理なら”証明可能”を
返す。

(ii) Sに論理記号がない場合で、公理でないなら”証明不
可能”を返す。

(iii) Sの右辺に論理記号‘⊃’がある場合、(⊃右)の推論規
則を適用し、Sを下式とする(⊃右)の上式をS1とする。
S1を新しいSとしてStep2の先頭部に戻す。

(iv) Sの右辺に論理記号‘∧’がある場合、(∧右)の推論規
則を適用し、Sを下式とする(∧右)の推論規則を適用
し、Sを下式とする(∧右)の上式をS1, S2とする。S1

を新しいSとしてStep2の先頭部に戻す。この時、S

が証明可能ならS2を新しいSとしてStep2の先頭部
に戻す。Sが証明不可能なら”証明不可能”を返す。

以下、同様に論理記号に対応する推論規則を適用して
Step2の先頭部に戻す。

3.2 アルゴリズムの正当性

ここでは3.1節のアルゴリズムによって証明可能か否か
を判定できることを証明する。そのためには、次を証明
すれば十分である。
定理：式Sの証明可能性をアルゴリズムのStep2で判定
できる。
証明：Sにあらわれる論理記号の数をnとし、nについ
ての数学的帰納法で証明する。

n = 0のとき
論理記号の数が0個であるため、推論規則を適用できな
い。よって、Sが公理であるか否かによって証明可能性
を判定できる。すなわちStep2の(i), (ii)によって判定で
きる。

n ≤ kのとき題意が成立しているとする。
n = k +1のとき、Step2により、ある推論規則Iが適用
される。一方で、LK*の8つの推論規則をみると、各上式
にあらわれる論理記号の数は、下式の論理記号の数より1
つ以上小さいことがわかる。推論規則Iもこの性質をみた
すので、その各上式にあらわれる論理記号の数は、Sより
1つ以上小さい。すなわち、その数はkである。帰納法の
仮定より、各上式の証明可能性はStep2より判定できる。
上式が1つの場合は、その上式が、証明可能なら下式は
明らかに証明可能であり、証明不可能なら、2.2節の同等
性より下式も証明不可能可能である。同様に、上式が2つ
の場合は、その上式の両方が証明可能なら、下式は明ら
かに証明可能である。しかし、一方または両方が証明不可
能のときは、2.2節の同等性より下式も証明不可能である。

4 おわりに

本研究で、LK*を用いて証明可能か否かを判別するア
ルゴリズムまでを示した。これをプログラムに翻訳する
ことで、難解な証明も容易にできるようになるだろう。本
来ならば、プログラムまで作成するはずだったが、そこ
まで研究が進まなかったことが残念である。
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