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1 はじめに

制御対象のモデリング過程において，物理法則や実験に

よる仮定・近似により生じるモデル化誤差は避けられない

ものである．このモデル化誤差の存在下においても制御

系の安定性が保持されるとき，その制御系はロバスト安定

であるという．

最適レギュレータ (LQ)設計法は，重みの選択によらず
常に，低感度特性やロバスト安定性など実用上好ましい特

徴を持っている．しかし LQ 設計法は評価関数の重みが
閉ループ応答などの工学的な仕様と明確に結びついてい

ないためその選定が難しく，それが設計の難点となってい

る [1]．そこで本研究では，これらの点を考慮し，LQ設計
法により従来のように重みを指定して最適制御を求める

よりも，設計パラメータと時定数を指定することにより，

それがある重みに関して最適であるような状態フィード

バックを求める，つまり逆問題の結果を応用した ILQ最
適サーボ系設計法を用い [2]，最適レギュレータの特徴を
残したままの実用上得策な設計を試みる．

2 制御対象

制御対象として１入出力の磁気浮上システムを考える．

これを線形化した数学的モデルは次に示す通りである．

ẋ = Ax + Bu

y = Cx , [ x1 x2 ]T = [ z ż ]T

A =
[

0 1
−128.1 −4.603

]
B =

[
0

2.643

]
, C = [ 1 0 ]

ただし，xは状態量，uは操作量，y は出力，z は円盤の

高さ，ż は円盤の速度である．

3 最適サーボ系の構造

出力 y(t)をステップ目標値 r(t)に追従させる最適サー
ボ系の設計問題を考察する．ただし，この系には原点に零

点をもたない，すなわち，次の行列は正則とする．

Γ =
[

A B
C 0

]
(1)

最適サーボ系は状態フィードバックと積分補償器で構成

され，状態フィードバックゲイン KF と積分ゲイン KI

は，制御対象に積分器を付加した拡大系

ẋe = Aexe + Beue，

Ae =
[

A 0
C 0

]
，Be =

[
B
0

]
, Ce = [C 0] (2)

に対して二次形式評価関数

J =
∫ ∞

0

(xT
e Qxe + uT

e Rue)dt，

Q = CT
e Ce，R > 0 (3)

を最小化する最適レギュレータ問題の解

ue = −[KF KI ]xe := −Kexe (4)

として得られ, いわゆる最適サーボ系となる．

4 ＩＬＱ最適サーボ系設計法

4.1 ＩＬＱ基本構造

最適制御の逆問題の結果 [3] によれば，状態フィー
ドバック (4) が最適制御であるための必要十分条件
は，ゲイン Ke に対して適当な正則行列 V と Σ =
diag{σ1, · · · , σm} > 0 および適当な実行列 KF

0，KI
0

が存在して

Ke = V −1ΣV [KF
0 KI

0] (5)
K0

F B = I (6)

が成立することである．そして，KF
0 とKF

0 から定まる

次の基本ゲインK を導入する．

K = KF
0A + KI

0C (7)

これにより以下のパラメータ行列 V，Σ，K を用いたゲ

インKF，KI の式 (8)が得られる [3]．

[KF KI ] = V −1ΣV [K I]Γ−1 (8)

4.2 設計方針

前節の結果に基づいて ILQ設計法では，目的とする最
適制御則Ke を式 (5)のように表し，それが最適になるよ
うにパラメータ V，K，Σを次の方針で決定する．
1）V は設計簡単化のため単位行列を選ぶ．

2）基本ゲインK は，制御系が σj → ∞(j = 1, 2, · · ·)
のとき，パラメータK のみを含む制御系に漸近する

ことに注目して求める．つまり G∞
yr が希望の伝達関

数行列になるように非干渉化理論などにより定める.
3）Σ = σI と限定して, 制御則Ke が最適となる条件を

満たす σminを求め，σ > σmin となる範囲内で σ の

値を選ぶ [3]．また σ はKF，KI の大きさを調整す

る役割をもつことからゲイン調整パラメータと呼ば

れている．

＜ゲインの計算方法＞

G∞
yr(s)が希望の伝達関数行列

G∞
yr(s) = diag{φi(0)

φi(s)
} (9)



となるための必要十分条件は，次の行列 D が正則となる

ことである．

D =


c1A

d1−1B
c2A

d2−1B
...

cmAdm−1B

，
di = min{k : CiA

k−1B ̸= 0} (1 ≤ i ≤ m) (10)

また，そのときのゲインK は

K = D−1Nφ，Nφ =

 c1φ1(A)
...

cmφm(A)

 (11)

で得られる．ただし φ(s)は，式 (10)で定義される制御対
象の相対次数 di と同じ次数をもつ任意の安定多項式であ

る．そして φ(s)を最も簡単な次の形で与える．

φi(s) = (s − si)di , si =
−1
Ti

(1 ≤ i ≤ m) (12)

つまり，第 i目標入力から第 i出力への伝達関数を，高次

(di 次)遅れ系の伝達関数

1
(Tis + 1)di

(13)

に選び，その時定数 Ti を設計仕様として与える．

以上より，ILQ最適サーボ系を図 1のように構成する．

図 1 ILQ最適サーボ系の構成

5 シミュレーションと実験

磁気浮上システムに対して ILQ設計法を用いてシミュ
レーションを行った．式 (13)の希望伝達関数における時
定数 T = 0.5, 0.2のときを図 2に示す．また，Σの値は
上記で求められる最小の値 Σ = 58 を用いた．次に，時
定数 T = 0.5 のときオーバーシュートが見られたため Σ
の値を最小の値から，Σ = 150 とした．これによりオー
バーシュートは改善された．また整定時間を短かくする

ために時定数 T = 0.05，Σ = 150とした．以上 2つの波
形を図 3 に示す．図 3 からわかるように，Σ の値を上げ
ることでオーバーシュートもなくなり目標値応答が改善

された．

そして磁気浮上システムに対して ILQ制御系を実装し
た．時定数と Σ の値は操作量と制御量のトレードオフに
よっていくつか試した．その結果，シミュレーションでも

よりよい応答がみられた時定数 T = 0.05，Σ = 150のと
きの波形を図 4 に示す．シミュレーションの波形とほぼ
一致し，実験は成功したと言える．
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図 2 シミュレーション結果

左：時定数 T = 0.5，右：時定数 T = 0.2
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図 3 シミュレーション結果

左：T = 0.5,Σ = 150，右：T = 0.05,Σ = 150
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図 4 時定数 T = 0.05，Σ = 150の時の実験結果

6 おわりに

ILQ 設計法では最適レギュレータのように重みの選定
に悩むことなくゲインを求めることができた．これは設

計パラメータと閉ループ応答との関連が明確であり，それ

を利用して各出力の応答波形が，操作量の大きさなどとバ

ランスさせながら独立に指定できるためである．つまり

G∞
yr(s)が希望の伝達関数になるよう時定数 Ti を指定し，

Σの値を調節することで希望の応答が得られた．
磁気浮上システムへの実装には調整パラメータ Σ を操
作量と制御量のトレードオフによって決定した．その際

Σ を大きくすると出力 y は指定した出力応答波形に漸近

するが，操作量 u が一般に大きくなる．そのため，両者

の妥協をはかりながら Σの適切な値を決定しなければな
らない．
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