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1 はじめに

本研究では，Newton補間法に付随する定義多項式の最
大絶対値が小さくなるように補間点列を設計することで，

高精度 Newton補間系列の構成を目標とする．
具体的には，ある次数での定義多項式の極値を計算し，

それを小さくするように次の補間点を定める．定義多項式

の極値を求めるために，多項式の零点を求める同時反復

法である Durand-Kerner法に改良をほどこして用いた．
以下，標準区間 [−1，1]上の補間について述べる．

2 補間多項式による近似

2.1 補間多項式

区間 [−1，1] の滑らかな関数を f(x) とする．区間 [−1
，1]の n + 1個の相異なる点 xl(0 ≤ l ≤ n)上で補間条件

pn(xl) = f(xl) (0 ≤ l ≤ n)

を満たす高々n 次の多項式 pn(x) を，X = (xl)0≤l≤n を

分点とする n次多項式補間といい，　

pn(x) = L(X)f(x)

と書く．

2.2 補間多項式の誤差

関数 f(x)は n+1回連続微分可能とする．区間 [1，−1]
内の n + 1個の分点 Xn = (xl)0≤l≤n 上の，関数 f(x)の
n次補間多項式，点 x ∈ [1，− 1]に対して点 ξ ∈ [1，− 1]
が存在して近似誤差は，

pn(x)− f(x) = −f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

wn+1(x)

wn+1(x) =
n∏

i=0

(x− xi) (1)

となる．ここで wn+1(x)を多項式補間の定義多項式と呼
ぶことにする．これより区間 [1，− 1]における補間多項式
の誤差は，

| pn(x)− f(x) |≤
(

1
(n + 1)!

max
−1≤x≤1

| f (n+1)(x) |
)
・W (Xn)

で評価できる．ここで定義多項式の最大絶対値

W (Xn) = max
−1≤x≤1

| wn+1(x) | (2)

補間 L(Xn) の誤差係数という．W (Xn) はもちろん小さ
いほうが望ましい [1]．

2.3 Newton補間

Newton補間は次の形式の補間公式である．

L(Xn)f(x) =
n∑

k=0

bkwk(x)．

無限分点列 X = {x0, x1, · · · , xm, · · ·} により，Newton
補間系列

L(Xn)f(x) =
n∑

k=0

bkwk(x), Xn = {x0, · · · , xn}

をつくる．この系列は，

L(X0)f(x) ≡ b0

からはじまって，n = 0, 1, · · ·で漸化式
L(Xn+1)f(x) = L(Xn)f(x) + bnwn+1(x)

bn =
f(xn+1)− L(Xn)f(xn+1)

wn+1(xn+1)

により，順次構成できる．

2.4 目的

Newton 補間系列の精度は, 誤差係数列 {W (Xn)}n≥0

が小さいほど良い．よって高精度の Newton 補間列を得
るためには，{W (Xn)}n≥0 が小さくなるように分点列X

を設計すればよい．

鳥居論文では準安定補間過程の研究 [2] から，(xi) =
{cos iα} を提案しており，α の値としては α = 0.4 が推
奨されている．我々は，定義多項式 |wn(x)|の極大点をす
べて求め，それらによって次の標本点を定める方法を考

えた．

3 Durand-Kerner方法

X の最初の 2点を x0 = 1，x1 = −1として x2 以降を

上で述べたように決める．

我々の構成法では，|wn(x)|の極大値をすべて求める必
要がある．そのためには w′n(x)の 0点をすべて求めなけ
ればならない．そのために Durand-Kerner法を用いた．
3.1 Durand-Kerner法（同時反復法）

Durand-Kerner法は同時反復法の一種で，n次方程式

P (z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an = 0 (an 6= 0)

の n個の解を同時に求める方法である．

初期近似を ｚ(0)
1 , · · · , z(0)

n とし，ν = 0, 1, 2, · · · にお
いて，

z
(ν+1)
i = z

(ν)
i − P (z(ν)

i )∏

j=1,j 6=i

(z(ν)
i − z

(ν)
j )

(1 ≤ i ≤ n)



で，新しい近似値を作る．この反復法は 2 次収束する．
我々の問題では，wn(x)の 0点の中点を w′n(x)の 0点の
初期近似とした．すなわち

z
(0)
i =

xi−1 + xi

2
(1 ≤ i ≤ n)

である．定義多項式wn+1(x)の極大点極小点は，Pn(x) =
d
dxwn+1(x) の 0点である．Durand-Kerner法を代数方程
式 Pn(x) = 0 に適用し，全ての極大点，極小点を見つ
ける．

3.2 1点追加型系列

定義多項式の最大絶対値 |wn(x)|が最大になる 1点 xn

を次の標本点として追加する．

次の定義多項式は，

wn+1(x) = (x− xn)wn(x)

となる．w′n(x) の 0 点を βi として |wn(βi)| 最大の点を
βk とおき，それを xn とする．このとき，w′n(x) の 0 点
を求めるために Durand-Kerner法を用いた．
この方法によって得られた標本点列において，標本数 n

と誤差係数W (Xn)の関係を図 (1)に示す．尚，図 (1)で
横軸は標本点数 n，縦軸はW (Xn)の常用対数，点線のグ
ラフは Chebyshev補間の誤差係数である．
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図 1 W (Xn)が小さくなっていく様子

3.3 minmax戦術

minmax 戦術とは |wn(x)| の極大点 βi の中で，

wn(x)(x − βi) の最大値を最小にする点 βk を次の標本

点 xn = βk として追加するアルゴリズムである．

この数値実験の結果，精度はまったく良くならなかった．

この構成法において，n = 100 のときの定義多項式
w99(x)のグラフを 2に示す．
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図 2 標本点 n = 100のときの定義多項式 w99(x)

補間点は原点付近ばかりに追加され，区間両端のピー

クは最後まで消すことができなかった．

3.4 2点追加型対称系列

原点対称な標本点 X2n+1 に定義多項式の絶対値

|w2n+1(x)| が最大になる 2 点 ±xn+1 を追加するため

のアルゴリズムを考える．

w2n+1(x) = x

n∏

l=1

(x2 − x2
l )

として |w2n+1(x)| が最大絶対値となる 2 点 ±xn+1 を

とり，

w2n+3(x) = (x2 − x2
n+1)

2w2n+1(x)

とする．

対称性を用いてこの 2n 次多項式の 0 点の問題を n 次

多項式の問題に帰着する方法で考案した．

標本点列 nと誤差係数W (Xn)の関係を図 (3)に示す．
尚，図 (3)で横軸は標本点数 n，縦軸は常用対数，点線の

グラフは Chebyshev補間の誤差係数である．

20 40 60 80 100

-30

-25

-20

-15

-10

-5

図 3 W (Xn)が小さくなっていく様子

4 終わりに

研究の結果，Newton補間法に付随する定義多項式の最
大絶対値が小さくなるように補間点列を設計することで，

高精度の Newton 補間系列を構成する事ができた．得ら
れた系列の誤差係数は，目標である Chebyshev補間系列
のそれに近いものであった．

3.3 節の minmax 戦術を考案した時点では，この方法
が一番精度が良くなると思ったが，プログラムを作成し数

値実験を行ってみると，思惑とは異なり最悪の結果となっ

た．アイディアなどは考えるだけでなく，実験を行ってみ

ないと結果は分からないという事を思い知らされた．
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