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1 はじめに

実システムでは，制御対象の保護や物理的限界のため，

アクチュエータの出力振幅や変化率に制限があり，十分な

制御性能を発揮させるには，これらの制限を考慮した制御

系設計が必要である．実際，これらを考慮せずに設計した

コントローラを用いると，コントローラ出力の異常増大や

閉ループ系の不安定化など，Windup 現象と呼ばれる深
刻な制御性能の劣化が生じる場合がある．

　本論文ではWindup現象を抑制する方法の一つとして，
制御入力に対する制限をあらかじめ考慮し，その制限を

越えないような線形補償器を設計する．この手法は現在，

線形行列不等式 (LMI)を用いて，状態フィードバックに
よるサーボ系において参照入力にステップ入力を用いた

ときに，制御入力が制限値を越えないようなフィードバッ

クゲインの計算法が明らかにされている [1]．しかし，状
態フィードバックを実際のシステムに応用しようとする

とき，状態変数が必ずしも検出できないため，オブザー

バとの併用が必要になるなど，制御系構成が大変複雑と

なる場合が多い．そのことからも明らかなように，もし，

検出可能な出力だけで制御系が実現できれば，実用上き

わめて有用となることは間違いない．そこで本論文では，

出力フィードバックによるサーボ系において参照入力に

ステップ入力を用いたときに，制御入力が制限値を越えな

いような補償器の設計法を提案する．

2 問題設定

本論文では，制御系の枠組として出力フィードバック

によるサーボ系を用いる．ここで本来考えたい問題はス

テップ応答に対する問題であるが，初期値を適切に設定す

ることで，初期値問題として扱うことができる．また本論

文では，簡単のため 1入出力系を考え，制御対象 P (s)と
して状態表現

P (s) :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) (1)

で表されたものを扱う．ここで，x(t) ∈ Rn は状態変数，

u(t) ∈ R は制御入力，y(t) ∈ R は制御出力として，A，

B，C は適当な大きさの定数行列とする．簡単のため，各

状態の初期値は全て 0とする．また，制御入力 u(t)に対
し，拘束条件

|u(t)| ≤ l (2)

が存在しているとする．ここで，lは制御入力 u(t)の制限
値であり，制御対象における必要最小入力より大きい既知

の正の定数とする．この制御系に対し，ステップ参照入力

r(t) = r(t ≥ 0) を加える．そして，r(t) に追従するサー
ボ系を構成する．また，追従誤差 e(t)を，

e(t) = r(t) − y(t) (3)

とし，出力フィードバックコントローラK(s)は，

K(s) :
{

ẋc(t) = Acxc(t) + Bce(t)
u(t) = Ccxc(t) + Dce(t)

(4)

で表されるものとすると，制御系は図 1 のブロック線図
で構成される．

図 1 出力フィードバックによるサーボ系

3 制御入力が制限値を越えないコントローラ
の設計

制御入力が制限値を越えないコントローラを設計ため

の条件は
ÂX̂ + X̂ÂT < 0[

X̂ X̂K̂T

K̂X̂ l2

]
≥ 0,

[
1 ˆ̃x

T

0
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(5)

Â =
[

A − BDcC BCc

−BcC Ac

]
, ˆ̃x(t) =

[
x̃(t)
x̃c(t)

]
K̂ = [ −DcC Cc ]

と表すことができる [2]．ここで ˆ̃x(t) は拡大偏差系の状
態である．なお本論文では制御対象 P (s)とコントローラ
K(s)の次数が等しいと仮定しているので，コントローラ
の状態変数を適当に選ぶことにより，一般性を失うことな

く X̂ の形を

X̂ =
[

X Z
Z Z

]
> 0 (6)

に限定することができる [3]．ここで ˆ̃x(t)の初期値 ˆ̃x0 は，

制御対象に対する偏差系の初期値 x̃0 とコントローラに

対する偏差系の初期値 x̃c0 からなるものである．なお x̃0

は，x̃0 と rの関係式[
x̃0

ũ0

]
=

[
A B
C 0

]−1 [
0
−r

]
(7)

より表されるものとする．x̃c0 については，コントロー

ラは定常状態では動作していないことが望ましいので，

x̃c∞ = 0 すなわち x̃c0 = 0と設定する．この制約条件 (5)



を満たす (Â, X̂, K̂)が存在すれば，拘束条件 (2)を満たす
出力フィードバックコントローラを設計することができ

る．しかし，制約条件 (5)は非線形となっており，このま
までは解くことが困難である．そこで制約条件 (5) に合
同変換，変数変換を行い線形化する [3]．合同変換，変数
変換を行い，最適化条件を付加すると制約条件 (5)は，γ

を最小化する凸最適化問題

 −δ −ΦT XCT

−Φ −ϵ CT

CX C γ

 > 0

−

 −X −I XCT DT
c − GT

−I −Y CT DT
c

DcCX − G DcC −l2

 ≥ 0[
1 x̃T

0 Y
Y x̃0 Y

]
≥ 0

(8)

δ = (A − BDcC)X + X(A − BDcC)T + BG + GT BT

ϵ = Y (A − BDcC) + (A − BDcC)T Y + LC + CT LT

Y = (X − Z)−1

に帰着することができる．ここで，

Φ = Y {(A − BDcC)X + BCcZ + BcCX − AcZ}
+(A − BDcC)T

L = Y Bc, G = CcZ
(9)

は Ac，Bc および Cc を置き換える新しい行列変数であ

る．なお Dc は任意の定数として扱う．適切な Dc の設計

方法として，(2)式に (4)式を代入した

|u(t)| = |Ccxc(t) + Dce(t)| ≤ l (10)

について考える．t = 0のとき，xc(0) = 0，e(0) = −rと

なり，上式は

|Dc| ≤
l

r
(11)

となる．よって上式の条件下で Dc を設計し，γ を最小化

しつつ，LMI条件 (8)を解き，Z = X − Y −1 を計算し，

(9) 式を Ac，Bc および Cc について解けば，拘束条件 (2)
を満たすコントローラを求めることができる．

4 シミュレーション

制御対象として状態空間表現

ẋ(t) =

[ −4.00 −0.03 0
0.075 −1.00 0

0 1.00 0

]
x(t) +

[ 2
0
0

]
u(t)

y(t) = [ 0 0 1 ]x(t)

(12)

を扱う．なお制御対象の初期値は全て 0 とする．また，
目標値を r = 1.0，制御入力 u(t) に対する拘束条件を
|u(t)| ≤ 10とする．Dc = 0として，LMIを解き，シミュ
レーションを行った．その制御入出力波形を図 2に示す．
図 2 の制御入出力波形より，拘束条件を満たしているこ
とが確認できる．しかし，制御対象へ利用可能な最大入力

を与えることができていないため，目標値への追従が遅く
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図 2 Dc = 0のときの制御入力波形 (左)，制御出力波形 (右)
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図 3 Dc = 10のときの制御入力波形 (左)，制御出力波形 (右)

なっている．目標値追従を速くするためには，制御対象へ

利用可能な最大入力を与える必要がある．そこで，

Dc =
l

r
= 10 (13)

として，LMI を解いた．このときのシミュレーション結
果を図 3に示す．図 3の制御入出力波形より，拘束条件を
満たしつつ，目標値へ追従していることがわかる．また，

図 2に比べ，制御入力 u(t)の値も大きくなったことによ
り，目標値への追従も早くなったことがわかる．このこ

とから，目標値 r，拘束条件 (|u(t)| ≤ l)のとき，Dc = l
r

とし，LMI条件 (8)のもと γ を最小化することによって，

最適な出力フィードバックコントローラを求めることが

できる．

5 おわりに

本論文では，出力フィードバックによるサーボ系におい

て参照入力にステップ入力を用いたときに，制御入力が制

限値を越えることなく，評価関数を最小にする最適な出力

フィードバックコントローラを求めるための条件を示し，

その条件に変数変換を行うことにより，LMI 可解問題に
帰着できることを示した．しかし，本論文では簡単のた

め，制御対象の各状態の初期値を 0とした．しかし，各状
態の偏差系に対する式を立てれば初期値を考慮すること

ができると考えられる．
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