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1 はじめに

現在の日本の銀行預金は低金利であり, 金利がほとん
どつかない銀行預金よりも, リスクを伴うが,利回りの高
い金融商品に注目が集まっている.また,外国の金融市場
との仕切りもなくなり,グローバル化が進んだ.このこと
により,個人が自由に他国通貨や証券を購入することが
可能になった.こうした自由競争は企業間の競争を促し,
結果として金利やサービスなどで消費者の選択の幅が広
がった.その結果,日本国内の金融商品のみならず,外国
の金融商品も注目されている.
しかしながら,私たちが外国の金融商品を所有したと
き,その価値を私たちの物差しで計れるように修正する
必要がある.その価値表示をするためには外国の金融商
品に為替レートを掛けてやればよいが,この為替レート
も金融商品の価格と同様に,日々刻々と変化している.つ
まり,外国の金融商品は為替リスクも考慮しなければな
らないわけであるが,この為替変動による差益を利用し
て多大な利益を挙げている投資家・企業もいる.そのた
め投資家の資産運用はより多様に,より複雑化してきた
といえる.以上のことから投資家の資産配分 (ポートフォ
リオ選択)というものは大変興味深い問題であると思わ
れる.
本論文では,為替を考慮した外国株,国内株を合わせ持
つ系時的資産配分選択問題 [1]について研究した.

2 資産価格・為替レートの確率過程

外国株・国内株の資産価格の確率過程と外国株を日本
円表示にする場合に必要な為替レートの確率過程につい
て説明する.
2.1 外国株株価の確率過程

• Xi(t)：時刻 tでの外国株資産 iの株価
• ai：外国株資産 iの平均パラメータ
• bi：外国株資産 iの分散パラメータ
• Zi(t)：外国株資産 iに対する平均 0,分散 dtの標
準ウィナー過程

外国株資産 iの株価 Xi(t)は次の確率微分方程式 (幾何
ブラウン運動)に従う．

dXi(t)
Xi(t)

= aidt+ bidZi(t), (i = 1, 2, · · · ,m) (1)

2.2 国内株株価の確率過程
• X i(t)：時刻 tでの国内株資産 iの株価
• Ai：国内株資産 iの平均パラメータ
• Bi：国内株資産 iの分散パラメータ
• Zi(t)：国内株資産 iに対する平均 0,分散 dtの標

準ウィナー過程

国内株資産 i の株価 Xi(t) は次の確率微分方程式 (幾何
ブラウン運動)に従う．

dXi(t)
Xi(t)

= Aidt+BidZi(t), (i = m+ 1,m+ 2, · · · , n)

(2)
2.3 為替レートの確率過程

• e(t)：時刻 tでの日本円に対する外貨の為替レート
• µ ：為替レートの平均パラメータ
• σ ：為替レートの分散パラメータ
• Y (t)：為替レートに対する平均 0,分散 dtの標準
ウィナー過程

為替レート e(t)は次の確率過程 (幾何ブラウン運動) に
従う

de(t)
e(t)

= µdt+ σdY (t) (3)

2.4 外国株の円表示
外国株の円表示は外国株価Xi(t)と為替レート e(t)と
の積 Xi(t) · e(t) で表され，これを Si(t) = Xi(t) · e(t)
と置くと伊藤の定理より外国株の円での価格変動は

dSi(t)
Si(t)

= (ai +µ+σbiρy,i)dt+bidZi(t)+σdY (t) (4)

となる．また，ρy,i は外国株 iと為替レートの相関係数
である．

3 平均・分散

ウィナー過程の性質

(dt)γ = 0, dt · dZi(t) = 0, (dZi(t))2 = dt (γ > 1)

を用いて，外国株の円での価格変動率平均と分散につい
て述べておく.
3.1 外国株の価格変動率平均
外国株の価格変動率平均を以下に示す.

E

[
dSi(t)
Si(t)

]
= (ai + µ+ σbiρyi)dt

以降便宜上 ai + µ+ σbiρyi を βi とする.
3.1.1 外国株の価格変動率分散
外国株の価格変動率分散を以下に示す.

V ar

(
dSi(t)
Si(t)

)
= (b2i + σ2 + 2biσρyi)dt



4 富非分割型における定式化

資産配分問題をモデル化するにあたって，現実の外国
株と国内株には何らかの相関関係があると考えるのが妥
当であろう．そこでより現実に近いモデルとして外国株
と国内株を分割せずに資産に組み込む場合について定式
化していく．
4.1 各記号の定義

• yi(t) : 時刻 tでの外国株資産 iへの投資比率
• yi(t) : 時刻 tでの国内株資産 iへの投資比率
• Qi(t)：時刻 tでの各資産価格
• W (t) : 時刻 tでの富
• C(t) : 時刻 tでの消費
• u(C(t), t) : 時刻 tでの瞬間効用関数
• B(W (T ), T ) : 期末 T での遺産効用関数
• Ni(t) : 時刻 tでの外国株 iの保有量
• Mi(t) : 時刻 tでの国内株 iの保有量

ここで Qi(t)について以下に詳しく定義する．

Qi(t) =
{
Si(t) (i = 1, 2, · · · ,m)
Xi(t) (i = m+ 1,m+ 2, · · · , n)

4.2 富の確率過程と定式化
時刻 t での瞬間の富 W (t) を (各資産)·(保有量) とす
れば富は以下で表せる．

W (t) =
m∑

i=1

Ni(t) · Si(t) +
n∑

i=m+1

Mi(t) ·Xi(t)

よって時刻 tでの外国株資産・国内株資産への投資比率
yi(t), yi(t)は次式

yi(t) =
Ni(t) · Si(t)

W (t)
(i = 1, 2, · · · ,m) (5)

yi(t) =
Mi(t) ·Xi(t)

W (t)
(i = m+ 1,m+ 2, · · · , n)(6)

となり，投資比率の合計は当然１なので

m∑
i=1

yi(t) +
n∑

i=m+1

yi(t) = 1 (7)

さらに，時刻 t から t + dt 間の富の変動 dW (t) は (各
株価の変動)·(保有量)と言うことができるので (5) 式と
(6) 式を用いて富の変動について整理すれば富の確率過
程 (富の変動)は

dW (t) =

{
m∑

i=1

yi(t)W (t)βi +
n∑

i=m+1

yi(t)W (t)Ai

−C(t)}dt

+
m∑

i=1

yi(t)W (t)(bidZi(t) + σdY (t))

+
n∑

i=m+1

yi(t)W (t)BidZi(t) (8)

となり，資産価格が幾何ブラウン運動で上記の確率過程
(8) 式と制約条件 (7) 式の下で投資家の期待効用を最大
にする最適消費と最適資産配分を求めればよいので，y
を資産配分のベクトルとすれば定式化は，

sup
C(t),y

E

[∫ T

0

u(C(t), t)dt+B(W (T ), T )

∣∣∣∣∣W (0) = w

]

s.t.
m∑

i=1

yi(t) +
n∑

i=m+1

yi(t) = 1

4.3 最大期待効用と最適化方程式
時刻 tから T まで最適な資産配分 y(t), y(t)を選ぶこ
とによって獲得される効用を最大期待効用 V (·) とし以
下にそれを示す．

V (w, t) = sup
C(t),y

E

[∫ T

t

u(C(τ ), τ )dτ

+B(W (T ), T )|W (t) = w] (9)

(t ≤ τ ≤ T )

また，最適性の原理の連続時間への拡張と微分作用素を
用いて (9) 式を整理すれば

sup
C(t),y

{u(C(t), t) +Dw[V (w, t)]} = 0 (10)

ここで Dw は t → t + dt 間の最大期待効用変化量であ
り Dw[V (w, t)] = limdt→0 E [dV ] 1

dt であるので，伊藤
の定理を用いて dV について求めると

dV = Vtdt+ VwdW +G · dt (11)

また，Gは以下である．

G =
1
2
Vww

⎡
⎣ m∑

i=1

m∑
j=1

yi(t)yj(t)W (t)2 (σi,j + σi,y

+σy,j + σ2
)

+
m∑

i=1

n∑
j=m+1

yi(t)yj(t)W (t)2
(
σi,j + σy,j

)

+
n∑

i=m+1

m∑
j=1

yi(t)yj(t)W (t)2
(
σi,j + σi,y

)

+
n∑

i=m+1

n∑
j=m+1

yi(t)yj(t)W (t)2σi,j

⎤
⎦

従って，(11) 式で得た dV を用いて Dw[V (·)] を求め
ると

Dw[V (·)] = lim
dt→0

E [dV ]
1
dt

= Vt +

[
m∑

i=1

yi(t)W (t)βi

+
n∑

i=m+1

yi(t)W (t)Ai − C(t)

]
Vw +G

(12)



ただし，(12)式において

Vt =
∂V

∂t
, Vw =

∂V

∂w
, Vww =

∂2V

∂w2
である．

よって最適化方程式は (10)式に (12) 式を代入したもの
である．

5 解法・解

明示解を求めるために効用関数・遺産関数を以下に定
義する．投資家は危険回避的 (u′′ < 0, u′ > 0)とすれば

U(C(t), t) = (C(t))α (13)

B(W (T ), T ) = (W (T ))α (14)

(0 < α < 1)

注：(1 − χ ＝)αは投資家の相対的危険回避係数とす
る．(χは投資家の相対的危険回避度とする．)

上記の資産配分制約 (7)式の下で最適化の方程式を解
くために，ラグランジュ関数 L(c, y, y, λ)を以下とする．

L(c, y, y, λ) = (C(t))α +Dw[V (w, t)]

+λ

(
1 −

m∑
i=1

yi(t)−
n∑

i=m+1

yi(t)

)

最適性の１階の条件より

∂L

∂C
= α(C(t))α−1 − Vw = 0 (15)

∂L

∂yi
= W (t)Vwβi +

∂G

∂yi
− λ = 0 (16)

∂L

∂yi
= W (t)VwAi +

∂G

∂yi
− λ = 0 (17)

∂L

∂λ
= 1 −

m∑
i=1

yi(t) −
n∑

i=m+1

yi(t) = 0 (18)

よって，(16)・(17)式を１から nまで書き列べて (18)
式を合わせて行列表現すれば

Γ ·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y1(t)
...

ym(t)
ym+1(t)

...
yn(t)
ν

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= − Vw

W (t)Vww

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1
...
βm

Am+1
...
An

−W (t)Vww

Vw

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(19)

また，Γ は (16)～(18) 式における yi(t), yi(t) の係数行
列であり，ν = − λ

W (t)2Vww
である．さらに Γの ij 要素

を εi,j とし，Γの逆行列の ij 要素を εi,j とすれば (19)
式は以下に解け，これが最適資産配分である．

y∗i (t) =
1

1 − α

⎛
⎝ m∑

j=1

εi,jβj +
n∑

j=m+1

εi,jAj

⎞
⎠+ εi,n+1

(20)

yi
∗(t) =

1
1 − α

⎛
⎝ m∑

j=1

εi,jβj +
n∑

j=m+1

εi,jAj

⎞
⎠+ εi,n+1

(21)
従って，最適資産配分の式 (20)と (21)は効用関数・遺
産関数を (13)・(14)と定めた場合において，効用関数・
富・及び時間に依存しないことがわかる．

6 I-CAPM

6.1 モデル設定と最適資産配分
資産価格の代わりに状態変数Xi, i = 1, 2, · · · , N を導
入する. (4)式・(2)式の平均のパラメータ βi, Ai 自身が
それぞれ次の確率微分方程式に従うものと仮定する.[1]

dβi = µidt+ νidqi(t)
dAi = µidt+ νidqi(t)

ここで, dqi(t), dqi(t) はそれぞれ平均 0, 分散 dt のウィ
ナー過程とする.また,新しい状態変数Xi(t)は次の確率
微分方程式で与えられるものとする.

dXi(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

fi(X)dt+ g∗i (X)dqi(t)
(i = 1, 2, · · · ,M)
fi(X)dt + g∗i (X)dqi(t)

(i = M + 1,M + 2, · · · , N )

また m 番目,n 番目の資産をそれぞれ無危険資産とす
る.l = m− 1, h = n− 1とする.各投資家は期待効用を
最大にするように消費と資産配分の選択を行うものとす
る. このとき,期待効用の最大値 V は富W と状態変数
X(t) = (Xi(t), · · · , XN (t)) の関数である. この仮定の
下で最適な資産配分を求める.また状態変数X は 2つの
要素から成るので,βm = r, An = r として, 最適な資産
配分は以下のように表現できる.

A(gi + gi) +Hr(di + di) +Hr(oi + oi) (22)

=
{
y∗iW (i = 1, 2, · · · , l)
y∗iW (i = m+ 1,m+ 2, · · · , h)

ここで,A = −VW /VWW , Hk = −VWk/VWW , gi =∑l
j=1 ψ

ij(βj − r), gi =
∑h

j=m+1 ψ
ij(Aj − r) である.

また ψij は資産 iと資産 j との共分散を行列化したもの
の逆行列要素である.di, di, oi, oi はそれぞれ dXj と資産
i の価格変動との共分散に ψij を掛けたものである. ま
た gi, gi, di, di, oi, oiはそれぞれ個々の投資家の効用と富
からは独立な量である. 任意の個人の資産に対する需要
を満足するためには 8種類のミュチュアルファンドを必
要とする. 第 1, 5, 7のファンドはそれぞれ異なる比率で
資産 i(i = 1, 2, · · · , l)を保有し, 第 3, 6, 8のファンドは
それぞれ異なる比率で資産 i(i = m + 1,m + 2, · · · , h)
を保有するとする.また第 2のファンドはm番目の無危
険資産のみを保有し, 第 4のファンドは n番目の無危険
資産のみを保有するとする.



6.2 評価式の導出
(22) 式より,危険資産 iの k 番目の投資家による需要
関数は

Dk
i = Akgi +Akgi +Hk

r di +Hk
r di +Hk

r oi +Hk
r oi

となる.危険資産 iの市場全体での需要は,

Di ≡
∑

k

Dk
i ≡ A(gi + gi) +Hr(di + di) +Hr(oi + oi)

となる.yi, yi をすべての資産総額 Θ の中で資産 i の占
める割合と新たに定義すれば, 市場均衡の下では Di =
yiΘ, yiΘである.上式と結合させれば,

A(gi + gi) +Hr(di + di) +Hr(oi + oi)

=
{
yiΘ(i = 1, · · · , l)
yiΘ(i = m+ 1, · · · , h)

となり,これを gi, giについて解き, gi =
∑l

j=1 ψ
i,j(βj−

r), gi =
∑h

j=m+1 ψ
i,j(Aj − r) を代入して,さらに βi −

r, Ai − r について解くと,以下の通りとなる.

(
Θ
A

)⎛⎝ l∑
j=1

ψi,jyj +
h∑

j=m+1

ψi,jyj

⎞
⎠

−
(
Hr

A

)⎛⎝ l∑
j=1

ψi,j(dj + dj) +
h∑

j=m+1

ψi,j(dj + dj)

⎞
⎠

−
(
Hr

A

)⎛⎝ l∑
j=1

ψi,j(oj + oj) +
h∑

j=m+1

ψi,j(oj + oj)

⎞
⎠

=
{
βi − r(i = 1, 2, · · · , l)
Ai − r(i = m+ 1,m+ 2, · · · , h) (23)

(23) 式は, 系時的資本資産評価モデルの評価式であり,
資産 iの期待超過収益率の市場均衡式を与えている.

7 実証結果と考察

5章で得た解に２００１年下半期のデータを代入して
具体的な資産配分を求める．さらに，その際に相対的危
険回避係数 αを変動させた各場合においての資産配分に
ついて次節に示す．
7.1 実証結果

表 1 2001年下半期の富非分割型での外国株への資産配分

α ソニー デルモンテ YAHOO DELL NIKE

0.2 -4.4952 -0.4596 1.0098 -0.6537 12.8771

0.5 -7.2056 -0.8734 1.6274 -0.9854 20.4421

0.7 -12.0242 -1.6090 2.7254 -1.5749 33.8911

表 2 2001年下半期の富非分割型での国内株への資産配分

α ソニー キッコーマン トヨタ NEC ミズノ

0.2 -0.5488 -0.2925 -0.2690 0.1964 -6.3642

0.5 -0.8361 -0.6910 -0.4544 0.2336 -10.2571

0.7 -1.3469 -1.3996 -0.7838 0.2998 -17.1777

7.2 考察
２００１年下半期の資産配分において最初に述べてお
かなければならないのは２００１年９月１１日におきた
アメリカ・ニューヨークの世界貿易センタービルへのテ
ロによる取引停止である．これにより，この時期株価は
外国株・国内株に関係なく大幅に下落することとなり，
資産配分はこの影響から早くに立ち直りを見せ平均収
益率が大きい銘柄により多くの資産配分をおこなってい
る．さらに相対的危険回避係数 α が大きくなるにつれ
て，リスク尺度とした分散の大きい銘柄に投資する傾向
も見て取れる結果となり，5章で定義した α が確かに危
険回避係数としての役目を果たしていると推測できる．
また別紙で配布した相関係数表から，特徴を端的に言
えば外国株のソニーは，当然のことながら国内株のソ
ニーと強い相関をもち，約４０ % の情報量をもつ．さら
に同じ IT 業界とも強い相関を示し，競合関係にあって
も「株価は業界全体・市場全体を表す」という結果と言
えるだろう．

8 おわりに

本論文において，投資家の効用を最適にするような最
適資産配分問題について研究してきたが，実際の株式市
場において空売りなどは信用問題等が絡み，今回のよう
な結果はあまり現実的な資産配分とは考えがたい．よっ
て，より現実に即した最適資産配分を行う為に，さらに
制約をつけるなどしてモデル化する必要がある．しかし
ながら，各銘柄間の相関係数を導出することによって各
銘柄・各業界の関連性を見ることができ，興味深い結果
を得ることもできた．
今後の課題としては，この相関係数などの結果を利用
した株価の産業連関表のような表を作成することであ
り，より現実に近い最適資産配分についての研究をする
ことである．
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