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1 はじめに

中学生や高校生のころ、数学の証明は決まった解法を
学ぶこともなく、取り掛かりにくいイメージがあった。
これに対して大学で学んだ数理論理学の中では、証明の
分析や証明の形式化に触れることができた。とくに自然
演繹法による形式化は、数学における実際の証明の形が
反映されていた。この自然演繹法による形式化を深く研
究することで、取り掛かりにくかった数学の証明の理解
を深めることができるのではないかと思い、これを卒業
研究のテーマとした。上江洲 [1]では、自然演繹法によ
る体系を、推件式と関連させた体系 SNK という形で述
べている。この研究では [1]にしたがって、体系 SNKを
扱い、その性質、特に完全性の証明を理解する。

2 証明の分析

ここでは数学の中でよく用いられる推論を抽出し、そ
の形式的な表現を与える。また、”かつ”、”または”、”
ならば”、”でない”、”矛盾”に対する形式的な表現とし
て、それぞれ ∧,∨,⊃,¬,⊥を用いる。

2.1 ∧,∨,⊃,¬に関する推論
『A が成り立ち B が成り立てば、A かつ B と結論で
きる』

(∧I)
A B

A∧B

『Aかつ B が成り立てば、A(B)と結論できる』

(∧E)
A∧ B

A

(A ∧B

B

)

『A(B)が成り立てば、Aまたは B と結論できる』

(∨I)
A

A∨ B

( B

A ∨B

)

『A または B が成り立っていて、A を仮定しても B を
仮定してもいずれの場合でも C が成り立てば、C と結
論できる』

(∨E)

[A] [B]
A ∨ B C C

C

『A を仮定して B が成り立てば、A ならば B と結論で
きる』

(⊃ I)

[A]
B

A ⊃ B

『A が成り立ち、さらに A ならば B が成り立てば、B

と結論できる』

(⊃ E)
A A ⊃ B

B

2.2 矛盾命題
『矛盾がいえれば、Aと結論できる』

(⊥)
⊥
A

『Aが成り立ち Aの否定も成り立てば、矛盾である』

(¬E)
A ¬A

⊥
2.3 否定と背理法
『Aを仮定すると矛盾が出るから Aでない』

(¬I)

[A]
⊥
¬A

2.4 排中律
『Aであるかまたは Aでない』

(EM)
A∨ ¬A

3 証明の形式化

3.1 推件式
A1,A2,…,Am,A が論理式のとき図形

A1, A2,…, Am → A

を推件式という。mは 0でもよい。A1, A2,…, Am → A

は「前提として A1,A2,…,Am の中のいくつかを用いた
推論の結果が Aである」ことを表している。

3.2 推件式の SNK証明図
1. D が論理式で Γ が論理式の列であって、列 Γ の
中に論理式 D が現れるならば、論理式 D のみか
らなる図形 D は推件式 Γ→D の SNK 証明図で
ある。

2. P1,P2,…,Pm がそれぞれ推件式 Γ→A1,Γ→A2,
…,Γ→Am の SNK証明図であり、また、Q1,Q2,
…,Qn がそれぞれ推件式 B1,Γ→C1, B2,Γ→C2,
…, Bn,Γ→Cnの SNK証明図であって

[B1] [B2] [Bn]
A1 A2 … Am C1 C2 … Cn

D

が SNK推論図であれば図形

P1 P2 … Pm Q1 Q2 … Qn

D

は推件式 Γ→D の SNK証明図である。
3. 以上の二項目で得られるもののみが推件式の

SNK証明図である。



3.3 体系 SNKでの証明可能性
1. 推件式 Γ→Aの SNK証明図があるとき、推件式

Γ→Aは体系 SNKで証明可能であるという。
2. さらに、Γが空のとき、論理式 Aは体系 SNKで
証明可能であるという。

4 命題の真偽と推論規則の正しさ

4.1 論理式と真理値
定義 1

各命題変数に真理値「真」または「偽」を対応させる
関数を付値という。付値 v は、各論理式に 2つの真理値
を対応させる関数に自然に拡張できる。また、全ての付
値 v で論理式 A(の値) が真であるとき、A をトートロ
ジーという。

定義 2(推件式の恒真性)

1. 付値 v と推件式 A1, A2, · · · , Am → A につい
て、もし A1, A2, · · · , Am のどれもが付値 v で
真ならば A は付値 v で真であるとき、推件式
A1, A2, · · · , Am → Aは付値 v で真であるという
(前件が空の場合、推件式→ Aは付値 vで真であ
るという)。

2. すべての付値で真である推件式を恒真な推件式と
いう。

4.2 SNK推論図の妥当性
定義 3

1. 論理式A,A1, A2, · · · , Am, B1, B2, · · · , Bn, C1, C2,

· · · , Cn と 付 値 v に つ い て 、論 理 式 の
い かな る 列 Γ に対 し ても 、もし 推 件式
Γ → A1, Γ → A2, · · · , Γ → Am, B1, Γ →
C1, B2, Γ → C2, · · · , Bn, Γ → Cn のすべ
てが付値 v で真ならば、推件式 Γ → A が付値 v

で真となるとき、推論図

A1 A2 · · · Am

[B1]
C1

[B2]
C2 · · ·

[Bn]
Cn

A

は付値 v において妥当であるという。
2. すべての付値において妥当な推論図を単に妥当で
あるという。

補題 1

各 SNK 推論図 (∧I), (∧E), (∨I), (∨E), (⊃ I), (⊃
E), (¬I), (¬E), (⊥), (EM) が妥当であることと、次の各
推件式が恒真であることとは同等である。

1. A,B → A ∧ B

2. A ∧ B → A A∧ B → B

3. A → A∨ B B → A ∨ B

4. A ∨ B, A ⊃ C, B ⊃ C → C

5. A ⊃ B → A ⊃ B

6. A,A ⊃ B → B

7. A ⊃ ⊥ → ¬A

8. A,¬A → ⊥
9. ⊥ → A

10. → A ∨ ¬A

以上の推件式は全て恒真であることから、SNK 推論
図はすべて妥当であることがわかる。

5 形式的論理体系の完全性

形式的論理体系が証明可能な論理式はトートロジーで
あり、またトートロジーである論理式は証明可能である
とき、その体系は論理的に完全であるという。
推論図の集合を形式的論理体系または簡単に体系と呼
ぶことにする。

定理 1

妥当な推論図からなる体系で証明可能な推件式は恒真
である。

定理 2(体系 SNKの健全性)

1. 体系 SNKで証明可能な推件式は恒真である。
2. 体系 SNKで証明可能な論理式はトートロジーで
ある。

定理 3(体系 SNKの完全性)

1. 体系 SNK で証明可能な推件式は恒真であり、逆
に、恒真な推件式は体系 SNKで証明可能である。

2. 体系 SNK で証明可能な論理式はトートロジー
であり、逆に、トートロジーである論理式は体系
SNKで証明可能である。

定理 2より、定理 3を示すには、定理 2の逆を示せば
十分である。逆を、示すのに ABC分解樹、ABC分解停
止式、ABC 分解不要可証式という概念が使われる。そ
して次の補題が示される。

補題 2

推件式 Γ → Aについての次の条件 1,2は同等である。

1. 推件式 Γ → Aは体系 SNKで証明可能である。
2. 推件式 Γ → A の完全 ABC 分解樹の上端に現れ
る ABC分解停止式はいずれも ABC分解不要可
証式である。

付値 v に対して、ABC分解図の下式が v で真ならば
その上式は v で真である。
したがって、以上の補題から定理が導かれる。
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