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1 はじめに

本論文では, 原資産と安全資産からなるポートフォリ
オでオプションを複製し, 裁定機会が起こらないように
リスク中立確率を決定しながら, 単純な離散時間モデル
のオプションを公式として示していく. (参 [1])

2 2項オプションの価格決定

株価が離散時間で動く 2項モデルと仮定し, 図を使い,
2 項オプションの価格決定式を導き出して行く. 現在価
格は S とし, 上昇を uまたは下降を dと表し, コールの
価値は C と表す. ∆は株の単位であり B は安全資産の
ことである. p は確率で, もし実際に投資家がリスク中
立的であるとき, p = qとなる. 理論的にはリスクのない
裁定機会が存在するように行動し利益を得ることができ
るが,現実にはリスクのない裁定機会は存在しない.
コールの価値を表す式は,

C=[
n∑

j=0

(
n!

j!(n− j)!
)pj(1−p)n−jmax[0, ujdn−jS−K]]/rn

r > 1, p ≡ r − d

u− d
, 1 − p ≡ u− r

u− d
(1)

インザマネーで終了するために uadn−aS > K を満た
すような非負の最小値を aとする.
利益を出すためのコールの価値は

C ＝ [
n∑

j=a

(
n!

j!(n− j)!
)pj(1 − p)n−j[ujdn−jS −K]]/rn

となり,この式を 2つの項に分けて表すと

C = S[
n∑

j=a

(
n!

j!(n− j)!
)pj(1 − p)n−j(

ujdn−j

rn
)]

−Kr−n[
n∑

j=a

(
n!

j!(n− j)!
)pj(1 − p)n−j ] (2)

である.これは 2 項モデルでのヨーロピアンオプショ
ンのコールの価値を示している. 1項目と 2項目の二項
分布関数をそれぞれ Φ[a;n, p′]と Φ[a;n, p]と書き表す.
ただし,

pj(1 − p)n−j(
ujdn−j

rn
) = p′j(1 − p′)n−j (3)

(p′ ≡ (u/r)p, 1 − p′ ≡ (d/r)(1− p))

つまりこれまでのことから, 二項オプション公式を次
の段のような図にまとめる.
3 n → ∞の場合
本節では, n → ∞の場合について考えていく. tは固
定長さのカレンダータイムを, nは満期までの長さ hの

C ＝ SΦ[a;n, p′] −Kr−nΦ[a;n, p]

p ≡ (r − d)/(u− d) かつ p′ ≡ (u/r)p

a > log(K/Sdn)/ log(u/d):非負の最小整数
a > nとき, C ＝ 0

期間の数を示す. つまり, h = t/nである. 期間の長さが
固定されているとき, r は 1 期間中の利率とカレンダー
タイムの間の利率の両方を表すとし, カレンダータイム
上の利率 r + 1 を r, 長さ h の 1 期間上の利率 r + 1 を
r̂ と表す. 満期までの n期間の間の総収入は r̂n となり,
経過時間 tでの総収入は, rt となる. つまり, r̂n = rt で
ある.
n → ∞ とすると, 株価は絶えず連続的に変動する場合
と, 突然不連続に変動をする場合がある. これらは, 簡単
な 2項過程から導き出せる.
3.1 ジャンプ過程オプション
各期間で株価が u(確率 q) と d(確率 1 − q) で 1+ 収
益率となると仮定する. また u と d を対数でとる時,
各期間での株の連続複利収益率＝ log u, log d を与え
る. 株価が u, d, u, u, dという動きをする場合を考える
とする. つまり S∗/S = u3d2 であるので, log(S∗/S) =
3 log u+ 2 log dとなる. これを一般化すると,
log(S∗/S) = j log u+(n−j) log d = j log(u/d)+n log d

(j は n期間に上昇する回数)といった形になり, その
期待値と分散は,

E[log(S∗/S)] = log(u/d)・E(j) + n log d
V ar[log(S∗/S)] = [log(u/d)]2・var(j)

E(j) = nq, V ar(j) = nq(1 − q) なので, これら全てを
合わせると

E[log(S∗/S)] = [q log(u/d) + log d]n ≡ µ̂n
V ar[log(S∗/S)] = q(1 − q)[log(u/d)]2n ≡ σ̂2n

が得られる. 実際計算を行う際に n → ∞ とするとき
の, 原株価と同じ動きをする仮株価の連続複利収益率が
いる. これは n → ∞ のとき, σ̂2n → σ2tであり, すべ
ての nにおいて µ̂n = µtとなる. その時 u,d,q はそれぞ
れ以下の値とする.

u = eσ
√

t/n, d = e−σ
√

t/n, q =
1
2

+
1
2
(µ/σ)

√
t/n

このとき以下の条件を満たせば, 中心極限定理を用い
ることが出来る. n→ ∞である時, もし

q| log u − µ̂|3 + (1 − q)| log d− µ̂|3
σ̂3

√
n

→ 0. (4)



ならば, そのとき

Prob[(
log(S∗/S) − µ̂n

σ̂
√
n

) ≤ z] → N(z), (5)

このとき N(z) は標準正規分布である. q = 1
2 +

1
2(µ/σ)

√
t/n である. したがって, 株価における倍数

2 項モデルは, 極限の場合, 対数正規分布も含んでいる.
つまり以下を示す.

Φ[a;n, p′] → N(x), Φ[a;n, p] → N(x− σ
√
t). (6)

1 − Φ[a;n, p] = Prob[j ≤ a− 1]

= Prob

[
j − np√
np(1 − p)

≤ a− 1 − np√
np(1 − p)

]
(7)

平均と分散は,

µ̂p = p log(u/d) + log d, σ̂2
p = p(1 − p)[log(u/d)]2.

j − np√
np(1− p)

=
log(S∗/S) − nµ̂p√

nσ̂p
(8)

a > log(K/Sdn)/ log(u/d)(最小の自然数)より,

a−1 = (log(K/ S )−n log d)/ log(u/d)−ε (0 < ε < 1)
a − 1 − np√
np(1 − p)

=
log(K/S) − ε log(u/d) − nµ̂p√

nσ̂p

を得る. これらの結果から,

1 −Φ[a;n, p] (9)

= Prob[
log(S∗/S)−nµ̂p√

nσ̂p
≤ log(K/S)−ε log(u/d)−nµ̂p√

nσ̂p
]

p → 1
2

+
1
2

(
log r − 1

2σ
2

σ

)√
t

n
. (10)

µ̂pn = t

(
log r − 1

2
σ2

)
, σ̂p

√
n → σ

√
t

これを中心極限定理に適用して, n→ ∞のとき
log(K/S)−ε log(u/d)−nµ̂p√

nσ̂p
→ log(K/S)−(

log r− 1
2σ

2
)
t

σ
√
t

= z. (11)

標準正規分布の対称性より, 1 −N(z) = N(−z)である.
したがって, n → ∞のとき,

Φ[a;n, p] → N(−z) = N

[
S/ log(Kr−t)

σ
√
t

− 1
2
σ
√
t

]

= N(x− σ
√
t).

(
x =

log(S/Kr−t)
σ
√
t

+
1
2
σ
√
t

)

Φ[a;n, p′]も同様に求める. ちなみに p′ は下のように
なる. よって次の段にある図でまとめられる.

p′ =
u

r
p→ 1

2
+

1
2

(
log r + 1

2σ
2

σ

)√
t

n
(12)

C ＝ SN(x) −Kr−tN(x− σ
√
t),

ただし, x ≡ log(S/Kr−t)

σ
√

t
+ 1

2σ
√
t.

以下は証明である. u = u, d = eζ(t/n), q = λ(t/n)
のとき 2項分布はポアソン分布で近似出来る.

Φ[a;n, p′] → ψ[x; y], Φ[a;n, p] → ψ[x; y/u]を示す.

Φ[a;n, p] =
n∑

j=a

(
n!

j!(n− j)!

)
pj(1 − p)n−j (13)

=
n∑

j=a

(
1 − 1

n

) (
1 − 2

n

) · · · (1 − j−1
n

)
(1 − p)j

(np)j

j!
(1 − p)n

lim
p→0

np =
t(log r − ζ)
u− 1

lim
p→0

(1 − p)n = e

{
− t(log r−ζ)

u−1

}

これらのことから,

Φ[a;n, p] →
∞∑

j=a

1
j!

(
t(log r − ζ)
u− 1

)j

e

{
− t(log r−ζ)

u−1

}
(14)

これらをすべて合わせる. Φ[a;n, p′]も同様にする.

Φ[a;n, p] →
∞∑

j=x

e−
y
u

(
y
u

)i

i!
= ψ[x; y/u]

Φ[a;n, p′] →
∞∑

j=a

1
j!

(
ut(log r − ζ)

u− 1

)j

e

{
−ut(log r−ζ)

u−1

}

=
∞∑

j=x

e−yyi

i!
= ψ[x; y] 従って

C ＝ Sψ[x; y]−Kr−tψ[x; y/u]
y ≡ (log r − ζ)ut/(u− 1)
x > (log(K/S) − ζt)/ logu :非負の最小整数

ψ[x; y] ≡ ∑∞
j=x

e−yyi

i!

4 おわりに

これでブラックショールズの 2項価格式からジャンプ
過程の式を導き出す事が出来た. またジャンプ過程はブ
ラックショールズモデルでは捉え切れない現実の動きに
対応することが可能な過程である. 多大な助言やご指導
下さった方々, 深く感謝申しあげます.
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