
オプション価格における数値解析
–種々の有限差分法の比較検討–

2000MM038河上 哲 2000MM042 近藤勝士
指導教員 國田 寛

1 はじめに

ファイナンス理論の研究が深化するにつれ, 解析解を
得ることが難しい分野や問題が増えてきた. そして, 派
生証券の評価を行うためには, 大きくわけて三つの数値
解法が考えられている. ツリー法, 有限差分法 [1][2], モ
ンテカルロ法などがある. この中で今回, 有限差分法を
取り上げる.通常ヨーロピアンオプションを評価すると
きには, ブラックショールズモデルが用いられる. ブラッ
クショールズモデルは,株式や通貨を原資産とする派生
証券価格が従う偏微分方程式 [3]にコール, またはプット
の満期におけるペイオフを初期条件として, 解析的に解
いて導出したものである. しかし, オプションがアメリ
カンタイプの場合や, ペイオフが複雑で解析解が知られ
ていない場合には, 偏微分方程式を数値的に直接解くこ
とが必要になる.
本研究では,派生証券の挙動を記述する偏微分方程式を
有限差分法を用いて表現し, C 言語を用いてプログラム
を作成し, 派生証券の価格を数値的に求める.

2 偏微分方程式の解法

配当のない証券の上に書かれたペイオフ関数 h(x)
を持つ満期 T の派生証券の時点 t における価格を
f (t, S(t)) とする. ただし, S(t) は時点 t での証券価格
とする.
2変数関数 f (t, S)は偏微分方程式
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及び, 初期条件 f (T, S)＝ h(S) をみたす.
r は安全証券の瞬間的な収益率であり,
σ はボラティリティである.

3 有限差分法

有限差分法では (1)の基本偏微分方程式を解くために,
株価と時間平面を考える. 縦軸が株価, 横軸が時間を表
す.まずこの 2 次元空間上の長方形を考える. 縦軸の株
価は最低値である Smin と, 最高値である Smax の間
を,横軸の時間は時点 0 とオプションの満期に対応する
時点の間の点を取りうると考える.これが,株価の取りう
る境界条件である.ブラック・ショールズモデルが想定す
る連続モデルでは, 株価はこの区間で区切られた平面上
のあらゆる値を取りうると想定するが,数値計算を行う
ためには,限られた点上の値を取ると仮定する.具体的に
は,この区間の平面を格子上に分割し,株価はこの格子点

上の値のみを取ることができるとする. 連続的な偏微分
方程式を離散近似した差分方程式を解いて派生証券の価
格を求める.そのためには,格子点上の株価に対応する,
基本偏微分方程式の値をこの差分方程式で表現する. さ
らに 3つの境界条件を考える.満期時の株価,株価の最低
値, 株価の最高値に対応するこの派生証券からのぺイオ
フを与えられた条件として,満期日から遡って順次オプ
ション価値を計算する.最終的には時点 0 におけるすべ
ての株価に対するオプション価値を計算することが可能
である.
3.1 有限差分法における数値解法
偏微分方程式を有限差分法により解くということは,
すべてのグリッドにおける離散近似解の値を求めるとい
うことである. 時間間隔 [t, T ]をM 等分し

ti = t + ∆t, i = 0, 1, · · · , M ∆t =
T − t

M

証券価格に関しては, 原理的には状態空間は [0,∞)であ
るが, ここでは有限空間 [Smin, Smax]を考えて, それを
N 等分する.

Sj = Smin + j∆S, j = 0, 1, · · · , N ∆S =
Smax − Smin

N

よって, 偏微分方程式 (1) の解を離散近似によって求め
る場合の解の状態空間は
(ti, Sj ) : i ∈ 0, 1, . . . , M, j ∈ 0, 1, . . . , N

これは (M + 1)× (N + 1)個のグリッドからなる空間で
ある.
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3.1.1 陽的有限差分法
各グリッドにおける偏微分係数の差分近似として ∂f

∂S

と ∂2f
∂S2 については中心差分, ∂f

∂t については後方差分を
使う. (3), (4), (5)を (1)に代入する

fi−1,j = Ajfi,j+1 + Bjfi,j + Cjfi,j−1



i = 1, · · · , M, j = 1, · · · , N − 1
初期条件は, fM,j = h(Sj), j = 0, 1, · · · , N
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3.1.2 陰的有限差分法
各グリッドにおける偏微分係数の差分近似として ∂f

∂S

と ∂2f
∂S2 については中心差分, ∂f

∂t については前方差分を
使う. (2), (4), (5)を (1)に代入する

fi+1,j = Ajfi,j+1 + Bjfi,j + Cjfi,j−1
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3.1.3 クランク ニコルソン法
∂f
∂t については前方差分, ∂f

∂S , ∂2f
∂S2 についてはグリッド

(i, j)と (i + 1, j)における中心差分の平均値

Ajfi,j+1 + Bjfi,j + Cjfi,j−1

= −Ajfi+1,j+1 + Djfi+1,j − Cjfi+1,j−1
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3.2 有限差分法における安定性の向上
ここまでの説明ではブラックショールズの偏微分方程
式を直接差分方程式に置き換えたが, この方法は実務上
二点において好ましくない. 一つ目は, S(t) は幾何ブラ
ウン運動に従う確率過程であるから, ∆S を等間隔にと
るよりも, ∆ log S を等間隔にとった方がより原証券の変
動過程を正確に反映できるということがある. もう一つ
は各係数が状態に依存する形になっているために, 収束
や安定性を保証する条件が煩雑になるという点である.
x = log S

K , τ = σ2

2 (T − t), s = 2r
σ2 とおき

g(τ, x) =
e(s−1) x

2 +(s+1)2 τ
4

K
f (t, S) (6)

上記の変数変換 (6)を (1)に代入すると

∂g

∂τ
=

∂2g

∂x2
(7)

が得られる.
初期条件
g(0, x) = h(x) x ∈ [xmin, xmax]
境界条件
limx→−∞ g(t, x) = v(t),
limx→∞ g(t, x) = u(t), t ∈ [0, τ ] とおくことにする.
[0, τ ]をM 等分, [xmin, xmax]を N 等分し
τi = i∆τ, i = 0, 1, · · · , M
∆τ = τ

M

xj = xmin + j∆x, j = 0, 1, · · · , N
∆x = xmax−xmin

N とおく.
グリッドは (M + 1) × (N + 1)個の空間である.� �
初期条件が τ = 0で与えられているので, 前方と後
方が逆に対応する.

� �
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3.2.1 陽的有限差分法
各グリッドにおける偏微分係数の差分近似として ∂g

∂x

と ∂2g
∂x2 については中心差分, ∂g

∂τ
については前方差分を

使う. (9),(10)を (7)に代入する.

gi+1,j = gi,j + R(gi,j+1 − 2gi,j + gi,j−1)

R = ∆τ
(∆x)2 , i = 0, 1, · · · , M − 1, j = 1, 2, · · · , N − 1

3.2.2 陰的有限差分法
各グリッドにおける偏微分係数の差分近似として ∂2g

∂x2

については中心差分, ∂g
∂τ については後方差分を使う.

(8),(10)を (7)に代入する.

gi−1,j = gi,j − R(gi,j+1 − 2gi,j + gi,j−1)

R = ∆τ
(∆x)2

, i = 1, 2, · · · , M, j = 1, 2, · · · , N − 1

3.2.3 クランク ニコルソン法
陽的差分方程式と陰的差分方程式の平均をとることに
よって得られる.
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2
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= gi,j +
R

2
(gi,j+1 − 2gi,j + gi,j−1)

R = ∆τ
(∆x)2 , i = 0, 1, · · · , M − 1, j = 1, 2, · · · , N − 1



3.2.4 陽解法における安定条件
陽解法で数値計算を行う際には,安定条件をみたさな
ければならない.
その安定条件は
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であることが知られている.
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S
∆τ = −1

2
σ2∆t

このとき左辺の値が最大になるのは
S = Smax = N∆S のときであるから,これを代入する
と安定条件は次のように表される.

∆t ≤ 1
σ2N2

陽解法を用いて派生証券の評価を行うには,この安定条
件が成立しているかを常にチェックしなければならない.

4 ヨーロピアンオプション

ヨーロピアンオプション [1][2][4] とは, 所定の期間の
最終時点である満期,もしくは失効時点でのみ権利行使
可能なオプションである. ヨーロピアンオプションにお
いては,3 章で説明した有限差分法を使う.その場合の初
期条件,境界条件は,以下の通りである.

4.1 変換前
ヨーロピアンコールでは
初期条件

F (Sj , tM) = [Sj −K]+

境界条件

F (S0, ti) = 0, F (SN , ti) = SN − Ke−r(T−ti)

i = 0, 1, 2, · · · , M j = 0, 1, 2, · · · , N
ヨーロピアンプットでは
初期条件

F (Sj , tM) = [K − Sj ]+

境界条件

F (SN , ti) = 0, F (SN , ti) = Ke−r(T−ti) − SN

i = 0, 1, 2, · · · , M j = 0, 1, 2, · · · , N
4.2 変換後
ヨーロピアンコールでは
初期条件

g(0, x) = [e(s+1)x
2 − e(s−1) x

2 ]+

境界条件

lim
x→−∞

g(τ, x) = 0

lim
x→∞

g(τ, x) = e(s+1)x
2 +(s+1)2 τ

4

ヨーロピアンプットでは
初期条件

g(0, x) = [e(s−1)x
2 − e(s+1)x

2 ]+

境界条件

lim
x→−∞

g(τ, x) = e(s−1) x
2 +(s−1)2 τ

4

lim
x→∞ g(τ, x) = 0

5 アメリカンオプション

アメリカンオプション [1][4][5] とは, ヨーロピアンオ
プションは途中行使できないのに対して,満期までの任
意の時点で早期行使ができるオプションである. アメリ
カンオプションも行使されなければヨーロピアンオプ
ションと同じなので, 続行領域における偏微分方程式は
以下のようになる.
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∂t
+ rS
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∂S
+

1
2
σ2S2 ∂2f

∂S2
− rf = 0, S > b(t)(11)

b(t) は早期行使境界で,S(t) > b(t) のとき早期行使は起
こらない.未知の早期行使境界 b(t) は偏微分方程式の解
f (t, S) を含んだ境界条件を満たすように定めなければ
ならない. 時点 tで早期行使したときに得られるペイオ
フ関数を h(t, x)とする.今,i以前の離散近似解 fi,j 求め
られているとする.
したがって (i − 1)における解は

fi−1,j = max(Ajfi,j+1+Bjfi,j +Cjfi,j−1, h(ti−1, Sj))

により計算される.
Aj ,Bj,Cj は 3章で用いた陽解法と等しい. 陰解法,クラ
ンク・ニコルソン法も同様に解く.
5.1 変換前
アメリカンプットでは
初期条件

F (Sj , tM ) = [K − Sj ]+

境界条件

F (SN , ti) = 0, F (S0, ti) = K

ペイオフ関数

h(t, S) = K − Sj



5.2 変換後
アメリカンプットでは
初期条件

g(0, x) = [e(s−1) x
2 − e(s+1) x

2 ]+

境界条件

lim
x→−∞

g(τ, x) = e(s−1) x
2 +(s−1)2 τ

4

lim
x→∞ g(τ, x) = 0

ペイオフ関数

g(x, τ) = e
1
4 (s−1)2τ(e

1
2 (s−1)x − e

1
2 (s+1)x)

6 オプション価格の変動

時間分割を 1～100で変動させた時のオプション価格.
安定性,効率性,正確性の総合的な判断から最適とされた
クランク・ニコルソン法 (LU分解)を以下に示した.
変数変換前:実線� �

Smax = 300 σ = 0.3 K = 150
Smin = 0 T = 1 r = 0.1
N = 100

� �
変数変換後:破線� �

xmax = log 5 σ = 0.3 K = 150
xmin = − log 5 T = 1 r = 0.1

N = 100
� �
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図 1 ヨーロピアンコール
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図 2 ヨーロピアンプット
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図 3 アメリカンプット

7 おわりに

本研究では有限差分法について研究を進めてきた.
ヨーロピアンオプション,アメリカンオプションにおい
てオプション価格を求めるプログラムを作成し, 考察を
行った.それぞれにおいて特徴があり,状況において選択
する必要があることが分かったが,総合的に見て,クラン
ク・ニコルソン法 (LU分解)が最も良いと判断すること
ができた.
また,有限差分法における文献が少ないのが現状であり,
本研究における考察が今後この分野を研究する人の参考
になれば幸いである.
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