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� はじめに

オプション価格の導出に用いられる ���	
��	
����

������ モデルでは� ボラティリティと呼ばれる原資産価
格変化率の � 次のモーメントは満期まで一定であると仮
定される� 近年ボラティリティは日々確率的に変動する
という考えが主流になってきており� そうしたボラティ
リティの変動を明示的に定式化するものをボラティリ
ティ変動モデルという� ボラティリティ変動モデルの代
表的なものに� ����� ������によって提案された����

��� �!��!���"#� 	��$" "���� 
� �!��
�$�� "	" %� モデル
を一般化した �����!���# ����&� の '���� モデルがあ
る�本論文は� そうした '����　モデルおよびそれを
発展させたモデル �本論文では� そうしたモデルを総称
して� '���� 型モデルと呼ぶ� を使って日経 ��� オプ
ション価格を計算し� どのモデルが実際のオプション価
格の変動を捉えるのにパフォーマンスが良いか比較を
行う�

� ����� オプション価格付けモデル

��� ボラティリティ変動の定式化
本論文では� ボラティリティ変動の定式化として�

'����� �'����� �'���� 休日モデルを用いる�

そこで� まず最初にこれらのモデルについて説明を行う�

まず� 収益率 �または� 価格変化率� �� を �� �期にお
いて予測可能な変動 �� と予測不可能な変動 �� の和

�� ( �� ) �� ���

として表す� 以下では� �� を期待収益率� �� を予測誤差
と呼ぶ� ボラティリティ変動モデルでは� さらに予測誤
差 �� を� 常に非負の値をとる �� と期待値 �� 分散 � の過
去と独立で同一な分布に従う確率変数 �� との積

�� ( ����� �� � �� �� � �	�	
	�
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として表す� この �� を �� のボラティリティと呼ぶ�

ボラティリティ �� の変動の定式化として最もよく
用いられているのは� ����� ������ によって提案さ
れた ���� モデルを一般化した �����!���# ����&� の
'���� モデルである� ボラティリティの変動を定式
化する上で必ず考慮に入れなければならないことは� ボ
ラティリティのショックには持続性があり� ボラティリ
ティが上昇 �低下� した後にはボラティリティが高い �低
い� 期間がしばらく続くことである� こうしたボラティ

リティに対するショックの持続性を考慮し� '���� モ
デルを用いる�

��� ( � ) ������ ) 
������ � � �� �� 
 � �	 ���

ここで、パラメータに非負制約を課すのは ��� の非負性
を保証するためである�

'���� モデルを改良するに当たって注目されたの
が� 株式市場で観測されるボラティリティ変動の非対
称性である� 株式収益率のボラティリティは� 株価が上
がった日の翌日よりも株価が下がった日の翌日の方が上
昇する傾向があることが経験的に知られており� それを
考慮した +����� ������ の提案した �'���� モデル
を用いる�

'����モデルでは� 左辺を ��� にしていた� これに
対して� +����� ������ の提案した �'���� モデルで
は� 左辺を ������ � にする� こうすることにより� パラ
メータに非負制約が必要なくなるだけでなく� 負の値を
とり得るような変数でも右辺に説明変数として加えるこ
とが可能になる� �'���� モデルでは過去の収益率の
予測誤差 ���� をボラティリティ ����で割って基準化し
た �����( ���������� を右辺に加えることにより� ボラ
ティリティ変動の非対称性を捉えようとしている� 本論
文の分析では� 次のような �'���� モデルを用いる�
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この式は����� � �であれば�
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となるのに対して� ���� � �であれば�
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となる� そこで� �'���� モデルでは�� � �であれば�

予期せず価格が上がった日の翌日よりも予期せず価格が
下がった日の翌日の方がボラティリティがより上昇する
ことになる�

以上の'������'����モデルにおいて�ボラティ
リティに対するショックの持続性を測る指標はそれぞれ

) �� � であり� これらの値が � に近いほどショックの
持続性が高いことになる� これは� ���� �,� 式の両辺の
� � � 期の情報集合 ���� を条件とする期待値をとると�



それぞれ�
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となることから確認できる�

ボラティリティが日々変動する原因として考えられる
のは、市場に入ってくる情報量の日々の変動である� 市
場に多くの情報が入ってきた日は株価が大きく変動する
のでボラティリティは高く、逆に、あまり情報が入って
こなかった日は株価があまり動かずボラティリティは低
いと考えられる� 株価を動かすような情報は休日で株式
市場が閉まっている日でも入ってくるので、情報が蓄積
し、ボラティリティが高まると考えられる�それを考慮
した +����������� の提案した �'���� 休日 モデル
を用いる�
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ここでは -�.を引用した�

��� 期待収益率の定式化と誤差項の分布
オプション価格の導出では� ボラティリティの定式化
だけでなく� ��� 式の期待収益率 �� をどのように定式化
するかが重要になる� 本論文では� 投資家の危険中立性
を仮定した定式化と仮定しない定式化を両方行う� 本論
文では� 原資産の � � � 期から � 期の収益率 �価格変化
率� を �� ( ��� � ���������� で定義する� ただし� ���

���� は � 期と �� � 期の原資産価格を表す� 収益率をこ
のように定義すると� 投資家の危険中立性を仮定した場
合には� 期待収益率 �� は安全資産の金利 � と等しくな
ければならないので� ��� 式は�
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となる�

危険中立性を仮定しない場合の収益率を次のように定
式化する�
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� ( � ( � ( � であれば� この式は ��� 式になり� 投資
家は危険中立的であることになる�

これまで�誤差項 ��は平均 ��分散 �の過去と独立で同
一な分布に従うというだけで� 具体的な分布については
仮定してこなかった� 資産収益率の分布は正規分布より
も裾が厚いことが古くから知られている� そこで�本論文
では� �� の分布として� 標準正規分布だけでなく� 分散を
�に基準化した �分布も用いる� ただし� その場合には� �

分布の自由度 � も未知パラメータとして推定する� また�

�'���� モデル �,� 式の右辺にある ����� � ���は� ��
が標準正規分布に従う場合には

�
���� 基準化した � 分

布に従う場合には
�

�� � ����/��� � ������/����� で
ある	ただし�/�・�はガンマ関数を表す�

以下� ボラティリティの定式化を '���� モデル�

誤差項 �� の分布を標準正規分布� 収益率の定式化を
投資家の危険中立性を仮定した ��� 式にしたモデル
を '����0� モデル� 収益率の定式化だけ危険中立
性を仮定しない ��� 式に変えたモデルを '����01�

誤差項 �� の分布だけ基準化した � 分布に変えたモ
デルを '����0� モデルと呼ぶことにする� ボラテ
ィリティを �'���� モデルで定式化した場合には�

それぞれ� �'����0�� �'����01� �'����0� モ
デル� �'���� 休日 モデルで定式化した場合には�

�'���� 休日0�� �'����休日01� �'����休日0

�モデルと呼ぶことにする� 本論文で用いる '���� 型
モデルは� 以上 � つのモデルである� '���� 型モデル
のパラメータは最尤法により簡単に推定することができ
るので� 本論文でもこれら � つのモデルのすべてのパラ
メータを最尤法によって推定する�

ここでは -�.を引用した�

��� オプション価格の導出方法
投資家が危険中立的な場合� ヨーロッパ型オプション
の価格は満期におけるオプション価格の期待値を安全資
産の金利 � で割り引いた割引現在価値となる� すなわ
ち� � 期が満期で権利行使価格 � のコール・オプショ
ン� プット・オプションの � 期の価格 ��� �� は次のよう
に表される�
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ここで� �� はオプションの満期 � 期の原資産価格で
ある� '���� 型モデルの場合� 右辺の期待値は解析的
に求められないので� シミュレーションによって評価す
る� �� のシミュレーションを行い���

���
� � 			� �

���
� � が得

られたとする� � が十分大きければ� 期待値は以下の式
によって評価できる�
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そこで� 例えば� '����0�モデルの場合� 以下のアルゴ
リズムによりオプション価格 ��� �� を導出できる�

-�. 標本 ���� 			� ��� を使って� '����0� モデ
ルの未知パラメータを最尤推定する�

-�. 互いに独立な標準正規分布から ��
���
���� 			�

�
���
� ����� をサンプリングする�

-�.-�.でサンプリングされた値を'����0� モデ
ルに代入して� ��

���
� � 			� �

���
� ����� を計算する� た

だし� 未知パラメータの値は -�. で推定された値
とする�



-,.次の式を使ってオプションの満期 � 期におけ
る原資産価格 ��
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-�.次の式からオプション価格 ��� �� を計算する�
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�'����0���'���� 休日0� モデルでも同様にオプ
ション価格を導出できる�

'����0� モデルの場合には� 上のアルゴリズムの
-�.0-�. を次のように書き換えるだけでよい�

-�3. 標本 ���� 			� ��� を使って� '����0 モデ
ルの未知パラメータを最尤推定する�

-�3. 互いに独立な分散１に基準化された自由度 �

のｔ分布から ��
���
���� 			� �

���
� ����� をサンプリング

する�ただし、� は -�3.で推定された値とする�

-�.-�3. でサンプリングされた値を '����0� モ
デルに代入して� ��

���
���� 			� �

���
� ����� を計算する�

ただし� 未知パラメータの値は -�3.で推定された
値とする�

�'����0���'���� 休日0�モデルも同様である�

危険中立性を仮定しない場合には� ���� ��� 式の右辺
の期待値は危険中立確率測度の下で求めなければならな
い� そこで� オプションの満期における原資産価格のシ
ミュレーションは� 推定されたモデルではなく� それを危
険中立確率測度の下で変換したモデルを使って行わなけ
ればならない� 4��� ������ は� 局所危険中立評価関係
�5�	���% �"�
0+�� !�� *���� "�� ���� "���
"6�という
仮定を置くことにより� '���� 型モデルを危険中立確
率測度の下でのモデルに変換する方法を示している� 局
所危険中立評価関係とは� 危険中立確率測度 7 と真の確
率測度 8 が以下の � つの条件を満たすことをいう�

�� ������� が確率測度 7 の下で正規分布に従って
いる�
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ここで，���� は ���期に利用可能な情報集合� ���・�は
確率測度 7 の下での期待値�  ����・��  ��� �・� はそれ
ぞれ確率測度 7� 8 の下での分散を表す� 4��� ������

は� こうした局所危険中立評価関係を仮定すると� 危険
中立確率測度 7 の下で '����01 モデルが次のよう
なモデルに変換されることを示している�
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ただし� ���� 式の右辺の �� は期待収益率であり� 本論文
の '����01 モデルでは� �� ( � ) � ) ����� ) ����
と定式化している�

そこで� パラメータの推定は '����01 モデルを
使って行い� 満期におけるオプション価格の期待値を計
算するためのシミュレーションは ��,�0��&� 式から成る
危険中立確率測度 7 の下でのモデルを使って行えばよ
い� したがって� この場合� 上の危険中立性を仮定した場
合のアルゴリズムの -�.0-�. を次のように書き換えれば
よい�

-�9. 標本 ���� 			� ��� を使って� '����01 モ
デルの未知パラメータを最尤推定する�

-�9. 互いに独立な標準正規分布から �"
���
���� 			�

"
���
����

�
��� をサンプリングする�

-�9.-�9. でサンプリングされた値を危険中立確
率測度 7 の下でのモデル ��,�0��&� 式に代入し
て���

���
���� 			� �

���
� ����� を計算する� ただし� 未知

パラメータの値は -�9.で推定された値とする�

�'����01��'���� 休日01 モデルも同様である�

ただし��'����01 ��'���� 休日01 モデルを危険
中立確率測度 7の下で変換すると� ��,�� ���� 式はその
ままで� ��&� 式をそれぞれ次のように置き換えたモデル
になる�
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本論文では、上のアルゴリズムに従ってオプション
価格を計算する際に、準モンテカルロ法を用いる� 準
乱数としては、��� �� 列 �:��!� 列の２つの多次元の
��;0$"�	!�6��	% 列を用いる� この２つで発生された準
乱数を逆関数法を使って正規分布、�分布で利用する�

ここでは -�.を引用した�

��� ����	
���
���公式の導出
本論文では、上で述べた '����� �'�����

�'����休日モデルを比較するために、���	
0�	
����

の公式でオプション価格を導出する�

� �� � < コール �プット� オプション価値� この値
は、原資産価値 � と時点 � の関数とみなし、
� ( ���� ��� � ( � ��� �� と書く�

� �<原資産のボラティリティ
� �<行使価格
� � <満期時点
� �<利子率



とすると� コール� プットオプション価値はそれぞれ�
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となる� ここで、��
�� は標準正規分布の累積分布関数
であり、
�� 
� は
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で定義される�

ボラティリティには、過去 ��日間の日経 ��� 日次変
化率を用いて計算したヒストリカル・ボラティリティを
用いている�

ここでは -&.を引用した�

��� オプション価格の推定値の比較
次に� 各 '���� 型モデルからオプション価格を導
出し� どのモデルがパフォーマンスが良いか比較を行
う� その際� 安全資産の金利 � にはコールレート �無担
保� を用いている�パフォーマンスの比較には� 平均誤差
率 ����� �!!�! �� �= ���� と平均 � 乗誤差率 ���� 

���� �>��!� �!!�! � �= ������ を用いている� それ
らは���� ?�� をオプションの実際の市場価格とその推定
値とすると� それぞれ次のように定義される�
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ここで� & は分析に用いたオプションの標本の大きさ
である� ��� によってバイアスの有無を� ����� に
よって実際のオプション価格との乖離度を比較する�

ここでは -�.を引用した�

� 結論

本論文では日経 ���株価指数を用いて最尤法によって
求めた '���� 型モデルのパラメータについての分析
と� 日経 ��� オプション価格を用いて '���� 型モデ
ルによって求めたオプション価格のパフォーマンスにつ
いての分析を行った�

まずパラメータについて分析した結果�

-�. ボラティリティのショックの持続性を表すパ
ラメータがどのモデルでも �に近い値のため� 日
経 ���変化率のボラティリティにもショックの持
続性はある�

-�. ボラティリティの非対称性を表すパラメータ
� は �'���� でも �'���� 休日モデルでも
負の値をとったため� 日経 ���変化率のボラティ
リティにも非対称性はある�

-�. 休日に入ってくる情報量を表すパラメータ Æ

は �と �の間の値を得ているので� 休み明けの日
に休日にたまった情報量の分ボラティリティが高
まる傾向がある�

次に� '���� 型モデルによって求めたオプション価
格のパフォーマンスについての分析した結果�

-�. 期待収益率に危険中立を仮定しない方法を用
いてオプション価格を求めてもパフォーマンスは
改善されない�

-�. 日経 ��� 変化率の誤差項の分布を � 分布にし
たほうがフィットは良くなるが� '����0� 以外
のモデルではパフォーマンスは改善されない�

-�. 　日経 ��� 変化率のボラティリティの非対称
性を考慮した �'���� モデルは� 考慮してない
'���� モデルよりもパフォーマンスは良い�

-,. 日経 ��� 変化率のボラティリティに� 休み
明けの日に休日にたまった情報量の分ボラティ
リティが高まる傾向があるが� それを考慮した
�'����休日モデルは�'����よりパフォー
マンスは劣る�

-�.�� モデルと '���� 型モデル全てを比較し
た結果� ボラティリティを変動させることによっ
てパフォーマンスは改善されることがいえる�
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