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1 はじめに
Massey のレーティング手法はスポーツなどのレーティ
ングを得点差から推定する手法として知られている [1].

Massey のレーティングは, プレイヤー i と j の試合の
得点差 yk が, 両プレイヤーのレート差 ri − rj と一致し,

yk = ri − rj であることを仮定している.

本研究では, 通常の Massey のレーティングの誤差項に
仮定される等分散性や無相関性を取り除き, 不均一分散を
仮定した手法を考案し, その統計的性質を明らかにする.

さらに, 不均一分散を仮定した手法を実際の統計データに
適用し, その実用性を検証することを目的としている.

本研究は Massey のレーティングに関する先行研究 [2]

で課題として挙げられていた問題についての研究である.

2 Massey のレーティング
mプレイヤーが n試合行った場合, 次式を得る.

y = Xr + ε (1)

X は n×mの行列で, 対戦の組み合わせを表しており, こ
の式は対戦したプレイヤーのレート差 ri − rj が得点差 y

になるということを意味している. εは誤差である.

また, レーティングベクトル r の推定値 r̂ は次式で求め
られる.

r̂ = (XTX)−1XT y (2)

ここで, XTX = M,XT y = pとすると, r̂ = M−1pとな
る. ベクトル pは得失点差を表しており, 行列M の対角成
分は試合数, 非対角成分はそれぞれのチームとの対戦回数
を表している.

しかし, M は正則行列ではないためM−1 は一意に定ま
らない. そこで, M の任意の 1行を第 i行として, M の第
i行成分をすべて 1, pの第 i成分を 0とする操作を行うこ
とで, Massey のレーティングの合計値と平均値は 0 とな
る. 以上の手順によって得られるMasseyのレーティング
を r̂ = M̃−1p̃と表す.

3 一般化最小二乗法
等分散性, 無相関性の仮定を満たさない線形モデルに対
して, 最良線形不偏推定量を得ることができる一般化最
小二乗法 (Generalized least squares; GLS)について説明
する [3]. (1) 式の r を通常の最小二乗法 (Ordinary least

squares; OLS)で推定する場合, 誤差項 εには無相関性, 等
分散性が仮定され, ε の分散共分散行列 Ω = E[εεT ] は分
散 σ2 を用いて Ω = σ2In と表される. ここで, In は n× n

の単位行列である. 一方で, 無相関性, 等分散性を仮定しな
い一般化最小二乗法では次式のように表される.

Ω =


σ2
1 σ12 · · · σ1n

σ12 σ2
2 · · · σ2n

...
...

...
...

σ1n σ2n · · · σ2
n


Ω は半正定値対称行列であるが以下では Ω が正定値対称
行列である場合を仮定する. 正定値行列 Ωは Ω−1 = ΨΨT

となる n × n 行列 Ψ が存在し, Ψ は逆行列 Ψ−1 を持つ.

このような行列 ΨT を (1)式の左からかけて次式を得る.

ΨT y = ΨTXr +ΨTε (3)

X̃ = ΨTX, ỹ = ΨT y, ε̃ = ΨTεとおくと, ỹ = X̃r + ε̃

と表せる. この式の誤差項 ε̃ の分散共分散行列は
E[ε̃ε̃T ] = In となる. よって (3) 式は無相関性, 等分
散性を満たす. (ε ∼ N(0, Ω)) を仮定し, (3) 式に最
小二乗法を適用すれば一般化最小二乗法による推定値
r̂GLS = (XTΩ−1X)−1XTΩ−1y を得る.

XTΩ−1X = M,XTΩ−1y = p とすると, r̂GLS =

M−1p となる. M の任意の第 i 行を全て 1, p の第 i

成分を 0 とする操作をした Massey のレーティングを
r̂GLS = M̃−1p̃と表す.

X の第 i 列を全て 0 にする操作をした行列を X̃ と
すると, r̂GLS = M̃−1X̃TΩ−1y = M̃−1X̃TΩ−1Xr +

M̃−1X̃TΩ−1ε と表せる. 真のレーティング ri(i =

1, · · · ,m) の合計が 0 の仮定の下で, 不均一分散を仮定
した Massey のレーティング r̂GLS の標本分布は次のよう
に与えられる.

(r̂GLS − r) ∼ N(0, M̃−1X̃TΩ−1X̃M̃−1T )

4 シミュレーション
実際のデータでは GLS を用いた推定に必要な分散共分
散行列 Ω は不明である. そのため, データから推定した
Ωを使って実行する. これを実行可能な一般化最小二乗法
(Feasible generalized least squares; FGLS) という. 本研
究では Ωの推定にノンパラメトリック回帰を用いる. また
簡単のために Ωは対角行列として扱う.

以下のシミュレーションでOLSを用いた通常のMassey

と GLSを用いた不均一分散を仮定した Massey と FGLS

を用いた実行可能な不均一分散を仮定した Massey を比較
する.
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4.1 シミュレーション 1

このシミュレーションではチーム数を 11 チーム (m =

11)に設定し,総当たり戦 55試合 (n =
(
11
2

)
= 55)と,すべ

てのチームがそれぞれ一回以上試合を行うようにランダム
に 25試合を選択した n = 25の場合をシミュレーションす
る. レーティングベクトルを r = (r1, r2, r3, . . . , r11)

T , ス
コアを r = (5, 4, 3, 2, 1, 0,−1,−2,−3,−4,−5)T とした.

得点差の誤差項は正規分布に従い, 得点差の誤差分散は
レート差が大きいと分散も大きい場合 σ2 = 3 +

(ri−rj)
2

10

(3 ≤ σ2 ≤ 13)とした.

各シミュレーションは 10000 回繰り返し, OLS, GLS,

FGLS を RMSEj =
√

1
n

∑n
i=1(r̂ji − rj)2 で比較する,

その結果を図 1上に示した. どのプレイヤーに対しても
RMSEが小さいことから, GLS, FGLSのMasseyは誤差
に不均一分散を仮定したデータに対して OLS の Massey

よりも良い推定値を与える事がわかる.

次に, すべてのチームがそれぞれ一回以上試合を行うよ
うにランダムに 25 試合を選択したときをシミュレーショ
ンする. その結果を図 1下に示した.

図 1 OLS, GLS, FGLSの RMSE(上:n=55)(下:n=25)

試合数が少ない場合でも GLS, FGLSのほうが良い推定
値が得られた.

4.2 シミュレーション 2

より実際のデータに近い状況で推定を行うために, 2021-

22 V. LEAGUE DIVISION1 MEN V レギュラーラウン
ドの結果 [4] を分析し, それを模倣した設定でシミュレー
ションを行った. 実際の V リーグを OLS の Massey の
レーティング手法で分析した後, レーティングと得点差の
誤差の 2乗を 2次式で回帰した. それを図 2に示した. こ
の情報を元に, レーティングを r = (−1.78,−1.75,−1.02,

− 0.15, 0.00, 0.88, 0.88, 0.92, 0.95, 1.07)T , 誤差分散を
σ2 = 4.02 − 0.38(ri − rj)

2 と設定し, 10000 回
のシミュレーションを行った. 真のレート差
で 6 クラスに分け, クラスごとの RMSEclass =

図 2 Vリーグのレート差と誤差の関係

√
1

nclass

∑#class
i,j∈class((r̂i − r̂j)− (ri − rj))2 を図 3 に示し

た. どのクラスに対しても RMSE が小さいことから,

図 3 クラスごとのレート差の RMSE

GLS, FGLS の Massey は OLS の Massey よりも良い推
定値を与える事がわかる.

また, サッカーの Jリーグやバスケットボールの Bリー
グの分析も行ったが, 誤差をレーティング差から推定する
ことはできなかった. 得点差に制限のないスポーツは誤差
の分散が大きくなってしまい, 規則性を見出すのが難しい
と考えられる.

5 おわりに
特定の条件下では FGLS を用いた不均一分散を仮定し
た Massey が OLSを用いた通常の Massey を上回る性能
を発揮できることが分かった. 今後の研究では誤差項に従
属性を仮定した (Ωの非対角成分も考慮した) Massey の性
質を明らかにしていきたい.
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