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1 はじめに
佐野他 [1] では，様相論理と証明可能性論理を扱ってい
る．本研究は，その中の第 1 章「正規様相論理の構文論・
意味論・ヒルベルト式公理系」の理解を目的とする．具体
的には，そこで紹介されている定理や性質を，シークエン
トの手法などを用いてより詳しく表現することで理解を深
める．いくつかの証明は，シークエントを基本単位とした
証明で表現し，卒業論文の付録 (pp. 27–52)に示している．
本稿では，第 1部第 1章において，強完全性定理を示すと
きに用いる命題 1.3.6について詳しく述べる．強完全性定
理は，構文論と意味論の同値を示す重要な性質である．2

節では，命題 1.3.6を述べるための準備を行う．
2 準備
この節では，3 節の準備を [1] にしたがって行う．具体
的には 2.1 節で様相論理の論理式を，2.2 節で真理値を定
めるためのフレームとモデルを，2.3 節で正規様相論理を
導入し，2.4節では命題 1.3.6を記述するために必用な定義
を示す．
2.1 様相論理の論理式
この節では様相論理の論理式を導入する．様相論理の言
語を，命題変数の可算無限集合 Prop = {p, q, r, ...}，命題
結合子⊥，→，様相演算子 2の語彙で定める．言語上の論
理式の全集合 Formを

Form ∋ φ ::= p | ⊥ | φ→ φ | 2φ (p ∈ Prop)

と定める．ここでは，¬φ := φ→ ⊥，φ∨ψ := (¬φ) → ψ，
3φ := ¬2¬φのように略記を用いる．
2.2 フレームとモデル
この節では 2.1 節の論理式に真理値を定めるためのフ
レームとモデルを導入する．
空でない集合W とその上の二項関係 R ⊆W ×W の対

F = (W,R)をフレームといい，R をこのフレーム到達可
能関係という．
モデルとはフレーム (W,R) と W 上の付値関数 V :

Prop → ℘(W ) の対であり（℘(W ) = {X|X ⊆ W}），
M,N などで表す．任意のモデルM = (W,R, V )，任意の
w ∈ W，任意の論理式 φ に対して，充足関係M,w |= φ

（φはM の wで真である）を次のように定義する：
M,w |= p ⇔ w ∈ V (p)

M,w ̸|= ⊥
M,w |= φ→ ψ ⇔ M,w ⊭ φあるいはM,w |= ψ

(⇔ M,w |= φならばM,w |= ψ)

M,w |= 2φ ⇔ wRv なる任意の v ∈W について
M, v |= φ

また，任意の w ∈ W に対して M,w |= φ となることを
M |= φ と表し，任意の V に対して，(F, V ) |= φ となる
ことを，F |= φ と表す．さらに，論理式の集合 Γ が与え
られたとき，任意の φ ∈ Γに対して F |= φとなることを
F |= Γと表す．

2.3 正規様相論理
この節では，正規様相論理を導入する．論理式の集合 Λ

が表 1のすべての公理，さらに，すべての推論規則に閉じ
ている場合，Λ を正規様相論理という．φ ∈ Λ となるこ
とを ⊢Λ φ と書く．最小の正規様相論理を K で表す．表
2の公理と推論規則は，Kのヒルベルト式の公理系と呼ば
れる．

表 1 様相論理Kのヒルベルト式公理系 H(K)

公理系
Taut 命題トートロジー
K 2(p→ q) → (2p→ 2q)

推論規則
分離則 MP φと φ→ ψ から ψ を導く
一様代入則 US φから σ(φ)を導く，σ は命題変数への一様代入．
必然化則 Nec φから 2φを導く

2.4 必要な定義
この節では，命題 1.3.6を記述するために必用な定義を
示す．
定義 1.3.1 正規様相論理 Λ上の導出関係 Γ ⊢Λ φは，あ
る有限集合 ∆ ⊆ Γ に対して ∧

∆ → φ ∈ Λ により定め
る（∧

∆は ∆の要素すべての連言，∆が空集合の場合は∧
∆ := ⊤と定める）．

定義 1.3.2 論理式 φ が論理式の集合 Γ からの F 帰結
である（Γ |=F φ と表記）のは，任意のフレーム F =

(W,R) ∈ F，任意の付値関数 V，任意の w ∈ W に対し
て，(F, V ), w |= Γならば (F, V ), w |= φが成立する場合
である．
定義 1.3.3 正規様相論理 Λがフレームクラス Fに対して
強完全であるのは，論理式の集合 Γ∪{φ}に対して Γ |=F φ

ならば Γ ⊢Λ φとなる場合である．
定義 1.3.4 Λ を正規様相論理，Γ を論理式の集合とした
とき Γが Λ矛盾であるのは，Γ ⊢Λ ⊥となる場合である．
Γが Λ無矛盾であるのは Γが Λ矛盾ではない，すなわち，
任意の有限集合∆ ⊆ Γに対して ̸⊢Λ

∧
∆ → ⊥となる場合

である．
定義 1.3.5 Γ がフレーム F = (W,R) で充足可能である
のは，ある付値関数 V : Prop → ℘(W )，ある w ∈ W が
存在して (F, V ), w |= Γ，すなわち Γの全要素が (F, V )の
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wで真となる場合である．Γがフレームクラス Fで充足可
能であるのは，あるフレームクラス F ∈ F が存在して Γ

が F で充足可能となる場合である．

3 命題 1.3.6

この節では [1]における命題 1.3.6の証明を行う．
命題 1.3.6 正規様相論理 Λに対して次の 2条件は同値で
ある．
(1) Λがフレームクラス Fに対して強完全である．
(2)任意の論理式の集合 Γに対して Γが Λ無矛盾ならば Γ

は Fで充足可能である．

この証明は [1]では以下の (i)，(ii)から導かれることの
みが述べられている．本研究では，この証明を次のように
補った．
証明 まず，論理式の集合 Γ ∪ {φ}に対して，次の二つの
同値性を示す．
(i) Γ ̸|=F φ⇐⇒ Γ ∪ {¬φ}が Fで充足可能である．
(ii) Γ ̸⊢Λ φ⇐⇒ Γ ∪ {¬φ}が Λ無矛盾である．
(i)を示す．
Γ ∪ {¬φ}が Fで充足可能

⇔ あるフレーム F ∈ Fとある付値関数 V と
ある w ∈W が存在してM,w |= Γ ∪ {¬φ}

⇔ あるフレーム F ∈ Fとある付値関数 V と
ある w ∈W が存在してM, v |= ΓかつM,w |= ¬φ

⇔ あるフレーム F ∈ Fとある付値関数 V と
ある w ∈W が存在してM, v |= ΓかつM,w ̸|= φ

⇔ Γ ̸|=F φ

(ii)を示す．
Γ ∪ {¬φ}がΛ無矛盾

⇔ Γ ∪ {¬φ} ̸⊢Λ ⊥
⇔ Γ ∪ {¬φ}の任意の有限部分集合∆に対して

̸⊢Λ

∧
∆ → ⊥ (*1)

Γ ̸⊢Λ φ

⇔ Γの任意の有限部分集合∆∗に対して ̸⊢Λ

∧
∆∗ → φ

となるので，一番下の文を (∗2)とおくと (∗1) ⇔ (∗2)を示
せばよい．
(∗1) ⇒ (∗2)を示す．
¬φ ∈ ∆のとき，∆− {¬φ} ⊆ Γである．また，

̸⊢Λ

∧
∆ → ⊥ ⇒ ̸⊢Λ (

∧
∆− {¬φ}) ∧ ¬φ→ ⊥

⇒ ̸⊢Λ (
∧

∆− {¬φ}) → φ

であるから ∆∗ として ∆ − {¬φ} を考えると (∗2) が成立
するとわかる．
¬φ /∈ ∆のとき，∆ ⊆ Γである．

̸⊢Λ

∧
∆ → ⊥ ⇒ ̸⊢Λ

∧
∆ → φ (∵ ̸⊢Λ ⊥ → φ)

であるから，∆∗ として ∆ を考えると (∗2) が成立するこ
とがわかる．
(∗2) ⇒ (∗1) を示す．∆∗ ∪ {¬φ} ⊆ Γ ∪ {¬φ} である．
また，

̸⊢Λ

∧
∆∗ → φ

⇒ ̸⊢Λ (
∧

∆∗) ∧ ¬φ→ ⊥

⇒ ̸⊢Λ

∧
(∆∗ ∪ {¬φ}) → ⊥

であるから ∆ として ∆∗ ∪ {¬φ} を考えると (∗1) が成立
することがわかる．
さらに，次の 2つの同値性を示す．

(iii) Γ ∪ {¬⊥}が Λ無矛盾⇐⇒ Γが Λ無矛盾．
(iv) Γ ∪ {¬⊥}が Fが充足可能⇐⇒ Γが Fで充足可能．
(iii)を示す．

Γ ∪ {¬⊥}が Λ無矛盾⇔ Γ ∪ {¬⊥} ̸⊢Λ ⊥
⇔ Γ ̸⊢Λ ⊥
⇔ ΓがΛ無矛盾

(iv)を示す．
Γ ∪ {¬⊥}が Fで充足可能

⇔ あるフレーム F ∈ Fとある付値関数 V と
ある w ∈W に対してM,w |= Γ ∪ {¬⊥}

⇔ あるフレーム F ∈ Fとある付値関数 V と
ある w ∈W に対してM,w |= Γ

⇔ Γが Fで充足可能

(i)～(iv)を用いて命題を示す．
(1) ⇔ Γ ∪ {φ}に対してΓ |=F φならばΓ ⊢Λ φ

⇔ Γ ∪ {φ}に対してΓ ̸|=Λ φならばΓ ̸|=F φ

⇔ Γ ∪ {φ}に対してΓ ∪ {¬φ}がΛ無矛盾ならば
Γ ∪ {¬φ}が Fで充足可能 (∵ (i)(ii))

であるから，一番下の文を (3)とおくと (2) ⇔ (3)を示せ
ばよい．
(3) ⇒ (2) を示す．(3) の φ に ⊥ を代入し，(iii)，(iv)

を用いると (2)を得る．
(2) ⇒ (3)を示す．任意の Γと φが与えられたとき，(2)
において Γに Γ∪{¬φ}を代入すると，『Γ∪{¬φ}が Λ無
矛盾ならば Γ ∪ {¬φ}が Fで充足可能』を得るので (3)を
得る．

4 おわりに
本研究の証明はどれも複雑なものであったが，シークエ
ントを基本単位とする証明図を意識することで，次の推論
を適切に選択しながら証明を進めていくことができた．こ
の経験を通して，シークエントを基本単位として証明を進
めることの有用性を実感することができた．
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