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1 はじめに

流体力学は流体の運動を研究対象とする力学の一分野で

あり，その解析方法の 1つに離散解析がある．離散解析に

は二次元多重連結領域上の流れをトポロジーによって分類

するものが知られている．これは流体の構造を大まかな見

方で分類するものである．しかし，完全な分類が可能とな

り，直観的に理解しやすい．離散解析の研究の 1つにトポ

ロジーを極大語によって分類する研究がある．語表現によ

り多重連結領域上の構造安定な非圧縮流を記号列で表す方

法は区別しにくい流線のトポロジーを分類することに優れ

ている．より多くの流れの向きを考慮した木表現が語表現

の発展形としてある．語表現には 1つの語表現に対して複

数の流線パターンが存在する欠点があるのに対して，木表

現は 1つの流れのトポロジーに対し 1つの記号列を対応さ

せる．語表現よりも高い表現力を持つといえる．

本研究では，二次元多重連結領域上の流れのトポロジー

を可視化する手法を提案する．本研究では，木表現から形

状の把握をしやすい流線の描画を目指す．与えられた深さ

に対する木表現の数を上下からそれぞれ抑えられる数を評

価する.また，流れの遷移の構造を解析する．

流れを可視化する手法として木表現→流れ関数→可視化

の手順を踏む．木表現は既存研究のものを使用する．まず

同パターンの流線を可視化に用いないよう木表現の列挙を

行い，重複の調査をした．流線の可視化をする際，異なる

木が同じ流線パターンを描画する可能性があるためであ

る．次に，木で表した流線を流れ関数で表現する．得られ

た流れ関数を用いて流線の描画をし，結果を評価した．構

造安定な非圧縮流の変換規則を木文法によって定義する．

定義された変換規則に従い流れの遷移グラフを作成し，流

れの遷移の可視化を目標とする．流れの遷移を可視化する

ことで，流れの遷移を直観的に理解することができる.

2 関連研究

2.1 前提条件

本研究では多重連結領域上で非圧縮性をもつ構造安定な

流れを仮定する．例えば，障害物をもたない領域を単連結

領域，障害物をもつ領域のことを多重連結領域という．ま

た，障害物，停留点，及び渦構造の数の和をM とする．非

圧縮性は連続体の密度が変形の前後で変化せず常に一定で

ある性質である．構造安定性は小さな乱れが加わっても構

造が変化しない性質で流れの研究においては流れのトポロ

ジーが変化しないことをいう．トポロジーは形を連続変形

をさせても変わらない性質のことである．例えば，浮輪と

カップは同じで，浮輪とボールは異なる．

2.2 木表現の初期パターン

初期パターンとは，M = 0, 1 の構造安定な流れの初期

構造となるものでM = 0 の構造安定な流れはパターン I

とパターン II の 2 つがある．また，吸い込み湧き出し対

を持たない流れの他にM = 1となる構造安定なパターン

Oがある．以上の 3つを初期パターンとする．初期パター

ンは一様流 a∅,反時計回りの流れ b∅+,時計回りの流れ b∅−

を表す．
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図 1 初期パターン

2.3 木表現の 5つの操作

構造安定な流れの流線に対して M を 1 つとそれに伴

う流れの構造を追加する操作は A0, A2, B0, B2, C の 5 つ

のみである．木文法では A0 を a+, a−, A2 を a2, B0 を

b++, b−−, b+−, b−+, B2 を β+{c+(l, λ)}, β−{c−(l, λ)} と
し，C を c+(l, λ), c−(l, λ)と表す．木表現で 5つの操作を

表した流線を示す．5つの操作は初期パターンの流れや吸

い込み湧き出しの有無によって適応できる操作に条件があ

る．操作 C を適応する場合には操作 B2 が操作 B0, B2 を

適用する場合には操作 A0, C が存在しなければならない.

2.4 木文法

開 始 記 号 S，非 終 端 記 号 の 集 合 N =

{S,A,A∗, B+, B−, C+, C−, C
∗
+, C

∗
−}, 終 端 記 号 の

集合 F = Fϵ ∪ FA ∪ FB ∪ FC ∪ {l, λ, cons(, )},
生 成 規 則 R で あ る ．終 端 記 号 F は Fϵ =

{a∅(), b∅+(, {}), b∅−(, {})}, FA = {a+(), a−(), a2(, )},
FB = {b++{, }, b+−(, ), b−−{, }, b−+(, ), β+{}, β−{}},
FC = {c+(, ), c−(, )} とその要素から生成される木の根に
あたる記号の種類で分類でき，それぞれが初期パターン，
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図 2 木文法の 5つの操作に現れる流線

A 系，B 系，C 系の操作によって現れる流線を表してい

る．生成規則は以下のように記述する．

S → a∅(A
∗) | b∅+(B+, {C∗

−}) | b∅−(B−, {C∗
+})

A → a+(B+) | a−(B−) | a2(C∗
+, C

∗
−)

A∗ → λ | cons(A,A∗)

B+ → l | b++{B+, B+} | b+−(B+, B−) | β+{C∗
+}

B− → l | b−−{B−, B−} | b−+(B−, B+) | β−{C∗
−}

C+ → c+(B+, C
∗
−)

C− → c−(B−, C
∗
+)

C∗
+ → λ | cons(C+, C

∗
+)

C∗
− → λ | cons(C−, C

∗
−)

3 流れの可視化

本章では，流れの可視化手法について考える．関連研究

で示した流れの初期パターンに 5つの操作をした流線を流

れ関数で表現し，それを用いて描画を行う．流れ関数を用

いた描画方法として logを用いた流れ関数を利用した方法

と半球状の流れ関数を利用した方法の 2つを考え，流線の

描画に適している後者で描画を行った．さらに可視化をす

る前段階として木表現の列挙をし重複する流れのパターン

を予め取り除くことで，重複する流れを可視化してしまう

ことを防ぐ．また，流れの変換規則について調べる．

3.1 木表現の列挙

流れの構造は再帰的に分解をすることが可能なため木の

列挙は木の葉の部分になり得る B 系から 2.4 節の生成規

則に従い開始記号に向けて行う．あるノードで生成される

木の数から漸化式で深さ nのときに生成される木の数を上

から抑えることができる．木の列挙を実際に行うに当たっ

て注意する点がある．流れの構造が 2つ以上の要素を持つ

場合に円順序を流線図において同一視することができるな

らば，その流れの構造に波括弧を用いる．よって，生成規

則に従って生成された木は波括弧内の要素は反転させても

同じものとなる．例として，流れの構造の要素のラベルを

考慮しない場合には x, y という任意の要素を流れの構造

にもつ木表現 b++{x, y}, b++{y, x}は，トポロジー的には

同じ流れ構造をもつ木となる．同様に波括弧を用いる b−−

と 2 つ以上の要素を持つ場合には β+, β− も同様である．

この流線図上で流れの構造を同一視できることで列挙した

木には重複した木が含まれる．この重複した木を部分木に

もった木もまた重複した木となり木の対称性により同一視

の重複もある．

3.2 流線の描画

流線の描画方法として木表現を流れ関数で表現し，それ

を描画し可視化する手法を用いる．初期パターンに 5 つ

の操作をした流線を半球状の流れ関数で表現し，それを組

み合わせた流れを等高線図上に描画する．等高線図では，

高いポテンシャルほど暖色になり，低いポテンシャルにな

るほと寒色になる．流れの向きは，右手でより低いポテン

シャルを触れながら左手でより高いポテンシャルを触れて

進む向きである．等高線図に流れを描画する際，流れ関数

は渦を表現する場合 x2 + y2 = r を使用する．また，入

力値に (x + a, x + b, s) を用いて a, b の値を設定して平

行移動させたものを使う．sは渦のスケールとする．等高

線図で流れを表現する際の問題点として，2つの流れが重

なりあう場所で z 軸の値が互いに干渉してしまい歪な渦

の形になるというものがあった．その問題の解決方法とし

てMATLABのmax関数を使用した．例えば b++ の中に

b+− がある流れがあったとする．b++ 内に b+− を描画さ

せるため，b+− の式を max 関数で表現し，最大要素とす

ることで b++ の式を足しあわせても b－－ には影響が無い

ようにした．このように流れの内側に来る流れを最大要素

とすることで異なる流れの干渉を防ぐ．また，5つの操作

の A系や C 系には障害物を含んだ流れがあり，等高線図

での障害物の表現方法を考える必要がある．等高線図では

決めた範囲の塗りつぶしが難しいため，今回は障害物とし

て定めたい範囲の z 軸の値を固定し流線の中の空洞になっ

ている部分を障害物として判断する．

次に MATLAB で描画するためのソースコードを次に

示す．

x=linspace (-10 ,10);

y=linspace (-10 ,10);

(X,Y)= meshgrid(x,y);

syms f(x,y,s);

syms R(x,y,s);

syms L(x,y,s);

f(x,y,s)= piecewise(x.^2+y.^2<=s,(x.^2+y.^2)/s,0)

R(x,y,s)= piecewise(x.^2+y.^2<=s,2,0);

L(x,y,s)= piecewise(x.^2+y.^2<=s,0.5 ,0);

Z=contour(X,Y,Z); % 流れを表現する関数
colorbar;

流線を描画する範囲を x軸と y軸が−10以上 10以下と

し，x，yの二次元グリッド座標とする．シンボリック関数

f,R, L を定義する．f は流線を表す関数 f(x, y, z) とし，

x と y 部分で渦の中心点を表し，z 部分で渦の大きさを表

す．関数 R と関数 L は障害物を表現をする．初期パター

ンに 5つの操作を行った流線に現れる障害物には必ず障害

物に沿う流線が存在する．関数 Rは，障害物と障害物に右
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回りで沿うようにできる流れを表現し，関数 Lは障害物と

障害物に左回りで沿った流れを表現する．

最後に初期パターンに 5つの操作を加えた流線を描画で

きるような式を定義する．A系の流線の a+ と a− の流線

はひとつの渦と一様流で表現が可能であり，描画したもの

を図 3 と図 4 に示す．渦を半球状の流れ関数，一様流を

Y./10 とし足し合わせる．a2 は障害物に沿った流れと一

様流で表現できる．障害物に沿った流線を関数 Rで表し，

一様流は a+, a− と同様に表現する．一様流の Y ./10は y

軸を等間隔に平行に流線が流れている様子であり a2 を描

画したものを図 5に示す．また，A系の全ての式を以下に

示す．

Z = -f(X-0.5,Y -2.4) + Y./10 %a+

Z = f(X-0.5,Y-2.4) - Y./10 %a-

Z = R(X,Y,1) + Y./10 %a2

図 3 a+ 図 4 a− 図 5 a2

次に B 系の流線を描画する．B 系の流線は 2 つの渦の

組み合わせで表現できるため，2つの半球状の流れ関数を

組み合わせる．β+ と β− は障害物に沿った流線なので関

数 R と関数 Lで表現可能となり描画したものは図 8であ

る．B 系の全ての式を以下に示し，b++ を図 6, b−+ を図

7に示す．

Z = f(X-0.5,Y+1.9 ,4) + f(X-0.5,Y-1.9 ,4) %b++

Z = f(X-0.5,Y+1.9 ,4) - f(X-0.5,Y-1.9 ,4) %b--

Z = max(f(X,Y-2.1 ,1.0) ,0) - f(X,Y-3,4) %b+-

Z = max(f(X,Y-2.1 ,1.0) ,0) + f(X,Y-3,4) %b-+

Z = L(X,Y,1) %beta+

Z = R(X,Y,1) %beta -

図 6 b++
図 7 b−+

C 系の流れは障害物に沿うように出来る流線と渦の組み

合わせで表現できる．C 系の式を以下に示し，描画したも

のを c+ は図 9, c− は図 10とする．

Z = max(R(X,Y,1),f(X,Y+1.9 ,4)) %c+

Z = max(L(X,Y,1),f(X,Y+1.9 ,4)) %c-

図 8 c+ 図 9 c−

定 義 し た A 系 と B 系 と C 系 を も と に

a∅(cons(a+(β+{c+(l, λ)}), λ)) を表す関数をつくる．そ
の関数に位置情報を与え，a∅(a+(β+{c+(l, λ)}))をうまく
描画できるよう調整する．

max(R(X,Y +4, 1), f(X,Y +5.9, 4))+f(X,Y +4, 18)+Y
(1)

式 1をもとに流線を描画したものが図 14となる．これで

図 10 a∅(a+(β+{c+(l, λ)}))

log を用いた描画の問題点である渦同士を足し合わせると

歪んでしまう点を解決した流線の描画に成功した．渦の一

部分が重なりあう流線の場合には，max関数を使用するこ

とで流線の最大値を表示させている．これらから A系，B

系，C 系をひとつずつ含む流線を関数化させ描画すること

が可能ということがわかった．さらに，流線の要素を増や

したとしても上記の手順の応用で描画可能と予想できる．

3.3 流れの遷移

閉円板上の構造安定な非圧縮流の変換規則を木文法に

よって定める．本節は停留点の個数が保存されるようなト

ポロジーの変化のみを考えているので，停留点同士が結合

や分裂により停留点の数が増減する場合は考えない．しか

し一般に，閉円板上の非圧縮流の遷移は，停留点同士が結

合すること，または異なる 2つの停留点を繋ぐ軌道が結合

することで起こる．流れのトポロジーを変化させるには，

ある構造安定な流れを構造安定でない流れに変化した後，

他の構造安定な流れにしなければならない．内部に境界を

もたない有界な流れの変換規則は 4つ挙げられる．本節で
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は図 11の変換規則 1のみを使う．トポロジーの変化のみ

を考えるため，ノードを流線図，エッジを遷移とした流れ

の遷移グラフを作成する．

図 11 変換規則 1

各ノードをラベリングした場合は，図 12 のようにノー

ド数が 3の完全グラフとなり，任意の流線図からどの流線

図へも 1つのエッジで遷移できる．1つのノードから出る

エッジの数は 2である．図 13のグラフは，ノード数が 15，

任意の流線図から任意の流線図に最大 3つのエッジで遷移

できる．1つのノードから出るエッジの数は 4になる．図

12，図 13において 1つのノードから出るエッジの数はそ

れぞれ全て等しい．

図 12 ノード数 3のラベリングされた流れの遷移グラフ

図 13 ノード数 4のラベリングされた流れの遷移グラフ

各ノードをラベリングしない場合は，ノード数 3と 4の

流線図はそれぞれ図 14と図 15の構造のみである．ラベリ

ングをしない場合，流線図中でノード数が 3から 4に 1つ

増えると構造の違う流線図が 1つ増えた．同様の方法で B

系の流線図に他の変換規則を用いることで，性質や法則を

見つけることが期待できる．

図 14 ノード数 3のラベリ

ングされていない流線図

図 15 ノード数 4のラベリ

ングされていない流線図

4 おわりに

木表現から流れの可視化するための手法として木表現を

流れ関数で表現し，その流れ関数をもとに可視化する方法

を考えた．木表現の 5 つの操作に現れる流線を全て流れ

関数で表現し，その関数を元に描画をするという手順で描

画を行う．描画には MATLAB を使用した．まず，渦を

log 関数で表し描画する方法を考えたがうまく描画するこ

とができなかった．1つの渦の描画は可能だったが 2つ以

上の渦を同時に描画する際に問題が生じたからである．別

の描画方法として，半球状の流れ関数を利用する方法を考

え，木表現の 5つの操作に現れる流線を生成規則に従って

組み合わせたものであれば全て描画可能となった．また，

等高線図を利用したことにより z 軸の値の変化で流線の

色が変化し，流線の向きや A系 B 系など異なる要素の流

れ構造が視覚的に理解しやすくなった．木の列挙からある

ノード n で生成される木の数を漸化式によりある程度抑

えることができた．流れの変換規則を木文法によって定義

した．さらに，流れの遷移グラフを作成したことにより，

b++{l, b++{l, l}}と b++{b++{l, l}, b++{l, l}}の遷移を可
視化することができた．作成した遷移グラフを元に性質や

法則，ある流線図から最も遠いパスで遷移する流線図を探

した．
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