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1 はじめに

与えられた区間 [a，b]における関数 f(x)を計算するた
めに，f(x)の有理近似が使われる．次数を固定したとき，
区間 [a，b]における絶対誤差の最大値が最小となる有理
近似を最良近似という．有理関数近似を構成する方法は，
補間法，Padé近似などがあるが，次数を固定した場合，
最も誤差の小さい最良近似を取り上げる．
最良有理近似式を微分補正アルゴリズムによって求め
るプログラムをMathematica上に実装する．倍精度の最
良近似式を得るには，多倍長計算を必要とする．微分補
正アルゴリズムで用いられる，線形計画法の多倍長プロ
グラムを自作する．Mathematicaの線形計画法関数 Lin-

earProgramingはバグのため多倍長計算ができないから
である．このため，過去の研究 [1]，[3]では倍精度以上の
最良近似式が設計できなかった．

2 最良近似におけるChebyshevの定理

区間 [a，b]において，連続関数 f(x)を次数 (m，k)の既
約な有理式

fmk(x) =
pm(x)

qk(x)
=

m∑
j=0

ajx
j

k∑
j=0

bjx
j

(1)

で近似する問題を考える [1]．誤差の指標を区間における
最大絶対誤差

rmk = max
a≤x≤b

|f(x)− fmk(x)| (2)

とする．次数 (m，k)を固定したとき，最大絶対誤差 rmk

を最小にする有理関数近似 fmk(x)を最良近似という [2]．

2.1 Chebyshevの定理

最良近似に対する Chebyshevの定理を述べる．
[定理 1](Chebyshevの定理) 有限区間 [a，b]における連続
関数 f(x)の (m, k)次最良近似は存在して一意である．そ
の最良近似式が実質 (m− ν，k − µ)次であったとして

f∗
mk(x) =

m−ν∑
j=0

aj+νx
j

k−µ∑
j=0

bj+µx
j

=
p∗m(x)

q∗k(x)
(3)

とする．ここで，am, bk ̸= 0である．そして，その誤差を

e∗mk(x) = f∗
mk(x)− f(x)

と書く．また，その最大絶対誤差を r∗mk とし，r∗mk ̸= 0

を仮定する．
このとき，整数 L = m+ k+2− d , d = min(µ, ν)に対
し，区間 [a, b]の点列 ζ1 <… < ζL が存在して，
(1)|e∗mk(ζi)| = r∗mk (1 ≤ i ≤ L)

(2)e∗mk(ζi)e
∗
mk(ζi+1) < 0 (1 ≤ i < L)

である．//

r∗mkを最良近似度という．最良近似式の誤差 e∗mk(x)は
絶対値が r∗mk で符号の交代する L個の極値点をもつ．と
くに，k = 0の多項式近似では L = m+ 2である．なる
多項式 a，bが存在する．//

2.2 最良近似度の評価

次の定理は，任意の有理近似の誤差特性から最良近似
の近似度を評価するものである．
[定理 2]

fmk(x) =
pm(x)

qk(x)
=

m−ν∑
j=0

aj+νx
j

k−µ∑
j=0

bj+µx
j

(4)

を既約とし，誤差 f(x)− fmk(x)が区間 [a, b]で有限であ
るとする．
さらに L = m+ k+2− d，d = min(µ，ν),区間 [a, b]の点
列 x1 < x2 <… < xL と，λi(1 < i < L)について

f(xi)− fmk(xi) = (−1)iλi (i = 1，…，L)， (5)

と仮定する．
gmk(x) = pm(x)/qk(x)を (m，k)次以下の分子と分母
の f(x)に対する有理近似とし，

Gmk = max
x∈[a，b]

|f(x)− gmk(x)| (6)

とすると
Gmk ≥ min

i
|λi| (7)

が成立する．
gmk(x) = f∗

mk(x)とすると，この定理は最良近似におけ
る絶対最大誤差が定理の点列 {λi}における最小絶対値よ
り大きいと言える．最良近似度は fmk(x)の最大絶対誤差
より確かに小さいので，定理の条件を満たす近似 fmk(x)

から最良近似度の上界と下界，

min
i

|λi| ≤ r∗mk ≤ max
x∈[a，b]

|f(x)− fmk(x)| (8)

を得る．



3 微分補正アルゴリズム

3.1 微分補正アルゴリズムの構成

微分補正アルゴリズム [2]は，近似区間 [a, b]にN 個の
観測点 xi ∈ [a, b](1 ≤ i ≤ N)を取り，

rmk = max
1≤i≤N

|f(xi)− fmk(xi)| (9)

を最小とする fmk(x) = f∗
mk(x)を求める．観測点の密度

が十分高ければ f∗
mk(x)は最良近似にきわめて近いと期

待できる．(9)は fmk(x)の係数に関する非線形最小化問
題であるので，f∗

mk(x) の第 s 近似 f
(s)
mk(x) を改良して，

第 s+1近似 f
(s+1)
mk (x)を作るアルゴリズムを考える．こ

こで，
r
(s)
mk = max

1≤i≤N
|f(xi)− f

(s)
mk(xi)| (10)

とする．微分補正アルゴリズムでは，(9)の代わりに，

w = max
1≤i≤N

qk(xi)

q
(s)
k (xi)

(|f(xi)− fmk(xi)| − r
(s)
mk) (11)

を最小化する fmk(x) を f
(s+1)
mk とする．f

(s)
mk(x) が十

分 f∗
mk(x) に近く，q

(s)
mk

∼= q∗mk(x)
∼= q

(s+1)
mk なら，

q
(s+1)
mk /q

(s)
mk

∼= 1 ゆえ，(11) の最小化問題は (9) の最小
化問題の近似問題と考えられる．
(11)は制約条件 ：全ての 1 ≤ i ≤ N で,

wq
(s)
k (xi) + r

(s)
mkqk(xi)±Ri ≥ 0， (12)

Ri = f(xi)qk(xi)− pm(xi)

の元でwを最小化する線形計画問題であり，これを解いて，

pm(x) = a0 +

k∑
i=1

aix
i,

qk(x) = 1 +

k∑
i=1

bix
i

の係数 ai(0 ≤ i ≤ m)，bi(1 ≤ i ≤ k)を求める．

4 数値実験

行列 A ∈ Rm×n とベクトル b ∈ Rm, c ∈ Rn, b ≥ 0 で
定義された，制約条件 Ax ≥ b, x ≥ 0 のもとで，f(x) =

cTx を最小化する線形計画問題を解くシンプレックス法
の，任意多倍長プログラムをMathematica上に実装した．
それを用いて，微分補正アルゴリズムにより最良近似有
理式を求めるMathematicaプログラムを作成した．
区間 [−1, 1] 上で，4 つの関数 2x/2, cos(π(x +

1)/8), sin(π(x + 1)/8), log2((x + 3)/2) の倍精度最良
有理式近似を求める実験を行なった．これらの関数は，そ
れぞれ初等関数 ex, cosx, sinx, log xの倍精度関数を設
計するための基本関数である．ここでは，f(x) = 2x/2に
関する実験結果のみを報告する．
下表に，今回作成したプログラムで得られた最良近
似 rkm(x) の − log10 (最大絶対誤差) を示す．この値は，
rkm(x)が小数点以下何桁正しいかを表す．

rkm(x)の計算量 n = m+ kの小さい順に表を調べ，最
初に精度が 16桁を超える近似式を含む nを探す．その n

で最も精度の良い近似式を選択する．
この実験では，n = 10の線で 16より大きい数値が現
れ，その中では (m, k) = (5, 5)の 18.1が最大である．こ
れにより，

r5,5(x)

を倍精度計算用の最良有理近似式として採用する．

表 1 m, kに対する − log10 (最大絶対誤差)

m \ k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 3.1 4.6 6.2 7.8 9.5 11.2 13.0 14.8 16.7
2 4.6 6.4 8.1 9.9 11.7 13.6 15.4 17.3
3 6.2 8.1 10 11.9 13.9 15.8 17.8
4 7.8 9.9 11.9 14.0 16.0 18.0
5 9.5 11.7 13.9 16.0 18.1
6 11.2 13.6 15.8 17.4
7 13.0 15.4 17.8
8 14.8 17.3
9 16.7

採用した最良有理近似式 r5,5(x)の誤差 y = r5,5(x) −
2x/2 のグラフを図 1に示す．
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図 1 y = r5,5(x)− 2x

5 おわりに

Mathematica上に最良有理近似式を求める微分補正ア
ルゴリズムを実装した．微分補正アルゴリズムで用いる，
線形計画法プログラムを自作し，任意多倍長で動作する
ようにした．このことにより，任意の精度で最良有理近
似式の分子分母の係数を計算できるようになった．
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