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1 はじめに

倒立振子は非線形性をもつ不安定な制御対象であるため

新しい制御理論を実証するための実験装置として用いられ

てきた. 近年ではセグウェイに代表される二輪型ロボット

の開発が盛んに行われている. 先に述べたセグウェイは人

が搭乗した上で二輪型倒立振子を制御することが前提とな

る. 二輪型倒立振子に物が積まれる場合車体の重量や重心

の位置といったパラメータが変動する. また路面の状況に

より数理モデルと制御対象との間に想定していない誤差が

あるとき数理モデルに基づいた制御方法では二輪型倒立振

子の安定性を保証することができない可能性がある. 本研

究では倒立振子が輸送ロボットであると想定して二輪型倒

立振子を用いてコントローラのロバスト性能を評価する.

2 制御対象とモデリング

図 1 Balboa32U4

図 2 Balboa32U4の二次元平面図

本研究でシミュレーション対象とする Pololu社の Bal-

boa32U4 の概形を図 1 に示す. 制御対象の二次元平面図

図 2 より, 車輪の回転角度を θ, 車体の傾斜角度を ϕ, 車輪

の重心の位置を (Xw, Zw) = (Rwθ,Rw), 車体の重心の位

置を (Xb, Zb) = (Xw + Lsin(ϕ), Zw + Lcos(ϕ)) とする.

モデリングを行うにあたって求めた物理パラメータを以下

の表 1に示す. 図 1の画像と測定の難しい値は文献 [1]か

ら拝借した.

表 1 パラメータ一覧

重力加速度 g = 9.81 [m/s2]

車体の質量 Mb = 0.302 [kg]

車輪の質量 Mw = 0.038 [kg]

車輪の半径 Rw = 0.04 [m]

車体の慣性モーメント Jb = 0.000229712 [kgm2]

車輪の慣性モーメント Jw = 0.000023 [kgm2]

モータの慣性モーメント Jm = 0.00000002 [kgm2]

車体の重心と車輪の中心の距離 L = 0.0142 [m]

モータのトルク定数 Kt = 0.003382287 [Nm/A]

モータの逆起電力定数 Kb = 0.003067344 [Vs/rad]

モータの抵抗 Rm = 4 [Ω]

車輪とモータとのギア比 Gr = 110.103

並進運動のエネルギー T1,回転運動のエネルギー T2,重

力のポテンシャルエネルギー U とし,ラグランジュの運動

方程式を用いて以下の式から一般化力 Fθ, Fϕ を求める.文

献 [2],[3]を参照した.

T1 =
1

2
Mb(Ẋ2

b + Ż2
b ) +

1

2
Mw(Ẋ2

w + Ż2
w) (1)

T2 =
1

2
Jbϕ̇

2 +
1

2
JmG2

r(ϕ̇− θ̇)2 +
1

2
Jwθ̇

2 (2)

U = MbgZb +MwgZw (3)

L = (T1 + T2)− U (4)

上記より求めた Fθ, Fϕ をマクローリン展開により非線形

項を近似する.

また,モーターから与えられる一般化力 Fθ, Fϕも算出する.

得られた一般化力を基に状態空間表現を求める.

状態変数 x =
[
θ ϕ θ̇ ϕ̇

]T
,入力 u(t) = v とし,状態

空間表現を以下の式のように表す.

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (5)

3 最適制御

求めた倒立振子ロボットのモデルの二次安定条件を考

え,最適制御を行う LMI条件を導出する.

システム式 (5)を安定させる状態フィードバックゲインを

K とし以下の式を使用する.{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

u(t) = Kx(t)
(6)

重み行列 R ⪰ 0, Q ⪰ 0とし,以下の評価関数

J =

∫ ∞

0

(x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t))dt (7)

を最小にする入力 u(t) を求める最適制御問題を [4],[5][6]

を参考に解きフィードバックゲインK を求めた.
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4 ディスクリプタ表現

車体の重量の変化へのロバスト性を保証する制御器を設

計する条件としてシステムの A(ρ) 及び B(ρ) がρ に関し

て線形な行列値関数である必要がある.

システム (5)の行列 Aの要素 E−1 には変動パラメータの

積の項が現れ線形でない.

この問題に対しシステムの線形性を保証する方法として

[7]を参照し,ディスクリプタ表現を用いる.

システムの状態空間表現を (8)とする.

E0ẋ(t) = A0x(t) +B0u(t) (8)

E0 =

[
I 0
0 E

]
A0 =

[
0 I
−G −F

]
B0 =

[
0
0
H

]

ディスクリプタ変数を xd(t) =
[
θ ϕ θ̇ ϕ̇ θ̈ ϕ̈

]T
と

して式 (8)のディスクリプタ表現を以下のように示す。

Edẋd(t) = Adxd(t) +Bdu(t) (9)

Ed =

[
I 0 0
0 I 0
0 0 0

]
Bd =


0
0
0
0
H


Ad =

[
0 I 0
0 0 I

−G −F −E

]

変動パラメータMb が存在する倒立振子ロボットの制御系

設計におけるディスクリプタ方程式は式 (9)で表す.

5 ロバスト最適制御

変動パラメータが存在するシステム式 (9)の二次安定条

件の導出を行い, LMI条件に基づくロバスト最適制御器を

設計する.

状態フィードバックゲインをKd とし,u = Kdxd とした以

下の式を使用する.{
Edẋd(t) = Adxd(t) +Bdu(t)

u(t) = Kdxd(t)
(10)

リアプノフ行列を Pd(Pd ̸= PT
d ) , EdPd = (EdPd)

T ≻ 0

とし,リアプノフ関数を定め,前述の車体の重量が一定のと

きに定義した条件と同様に重み行列 Qd, Rd ≻ 0,評価関数

Jd =
∫∞
0

(xd(t)
TQdxd(t) + u(t)TRdu(t))dtを与えた不等

式を以下に定義する.

{
Vd(x) = x(t)TEdPdx(t)

V̇d(x) = ẋd(t)
TEdPxd(t) + xd(t)

TEdPdẋd(t)
(11)

He[PT
d (Ad +BdKd)] +Qd +KT

d RdKd ≺ 0 (12)

式 (12)より Jd ∞ ≤ xd(0)
TPdxd(0) ≤ γd を満たす最小

値 γd を求める LMI条件を設計する.

未知変数 Pd と Kd の間に非線形項が存在する為, Xd =

P−1
d および Yd = KdXd で書き換える.

式 (12) の左右にそれぞれ XT
d , Xd を掛けた後, P−1

d =

Xd, KdXd = Yd の順に置き換えることで次の行列不等式

を得る.

He[AdXd +BdYd] +

[
Q

1
2

d Xd

Yd

]T [
I 0
0 Rd

] [
Q

1
2

d Xd

Yd

]
≺ 0

(13)

式 (13) に Schur の補題を用いると Xd, Yd について以下

の LMI 条件を得る.He[AdXd +BdYd] (Q
1
2

d Xd)
T Y T

d

Q
1
2

d Xd −I 0
Yd 0 −R−1

d

 ≺ 0 (14)

また,EdPd = (EdPd)
T から,

Xd =

[
X11 (4×4) 0(4×2)

X21 (2×4) X22 (2×2)

]
Yd =

[
Y11 (1×4)

0(1×2)

]T
と表し,X−1

11 の上限としてW4×4 を定め,同様に LMI条

件に書き換え以下の式を追加する.[
W I4×4

I4×4 X11

]
≻ 0 , tr(W ) < γd (15)

よって,式 (14), (15)を満たす最小値 γd が存在するなら

ば, 車体の重量Mb の適切な端点から端点の変動において

フィードバックゲイン K = Y11X
−1
11 はシステム式 (6)を

漸近的に安定させることが出来る.

上記の LMI条件の導出過程に [8]を参照した.

6 シミュレーション

実行時間 5 秒間, 近似の間隔 0.001[s] でシミュレーショ

ンを行った. 時間 t の取る範囲が短く時間刻み幅も十

分に小さい値を使用したため微分方程式の近似解を求

めるための平易な手法である微分のオイラー近似を用

いた. 入力 u(t) 状態変数 x(t) がどちらも過大にならず

(|u(t)| < 6[V ])0 に収束するように行列 Q,R を調整した.

車体の重量を大きくしたときの入力、各状態変数の変化

を調べた. 状態フィードバック制御系におけるシミュレー

ションでのセットアップを次に示す.

R = 1 Q = diag([8.6 0.28 0.72 0.4])

と設定し状態変数の初期値は x = [0.1 0.15 0 0]⊤とした.

倒立振子に 12.712[kg]の重りが積まれる場合を想定して状

態フィードバック制御系のシミュレーションを行った. 倒

立振子に 12.712[kg]の重りが積まれる場合を想定したとき

のゲインを K1とする. 重りの質量 12.712[kg] は入力電圧

が 6[v] を超えないときの最大の車体の質量 13.014[kg] か

らもとの車体の質量 0.302[kg]を引いた値である. K1は以

下のようになった.

K1 = [2.9368 38.0416 2.0643 1.3450]
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図 3に車体の回転角度のシミュレーション結果を示す. 図

4 に車輪の角速度のシミュレーション結果を示す. 図 5

に車体の質量 Mb の値が 13.014[kg] より小さい値をとる

ときに入力電圧が 6[V] 未満であることを検証したシミュ

レーション結果を示す. 図 6 に車体の質量 Mb の値が

13.014[kg] より大きい値をとるときに入力電圧が 6[V] を

超えることを検証したシミュレーション結果を示す.

図 3 状態フィードバック制御系における車体の回転角度

のシミュレーション結果

図 4 状態フィードバック制御系における車輪の角速度の

シミュレーション結果

Mbの値が 13.014[kg]を超える場合のシミュレーション

は入力電圧の 6[V]を超えるので行っていない.図 3図 4よ

り車体の質量を 0.302[kg]から 13.014[kg]に変化させた場

合においても車輪の角速度, 車体の回転角度は 0 に収束し

た.

　ロバスト制御系におけるシミュレーションでのセット

アップを次に示す.

R = 1 Q = diag([7.1 0.38 0.68 0.4 1e− 5 1e− 5])

変動パラメータを車体の重量 Mb=[0.251 25.488] とした.

Mb=[0.251 25.488]の範囲で車体の質量が変化するときの

ゲインを K2とする. K2は以下のようになった.

K2 = [0.5860 39.6089 1.2137 0.8036]

図 5 状態フィードバック制御系において入力電圧が 6[V]

未満であることを検証したシミュレーション結果

図 6 状態フィードバック制御系において入力電圧が 6[V]

を超えることを検証したシミュレーション結果

倒立振子に 25.186[kg] の重りが積まれる場合を想定して

ロバスト制御系のシミュレーションを行った. 重りの質量

25.186[kg] は入力電圧が 6[v] を超えないときの最大の車

体の質量 25.488[kg]からもとの車体の質量 0.302[kg]を引

いた値である. 図 7に車体の回転角度のシミュレーション

結果を示す. 図 8に車輪の角速度のシミュレーション結果

を示す. 図 9 に車体の質量 Mb の値が 25.488[kg] より小

さい値をとるときに入力電圧が 6[V] 未満であることを検

証したシミュレーション結果を示す. 図 10 に車体の質量

Mbの値が 25.488[kg]より大きい値をとるときに入力電圧

が 6[V] を超えることを検証したシミュレーション結果を

示す.

Mbの値が 25.488[kg]を超える場合のシミュレーション

は入力電圧の 6[V]を超えるので行っていない.図 7図 8よ

り質量が 0.251 ≤ Mb ≤ 25.488 の範囲で変化する場合に

おいても車輪の角速度,車体の回転角度は 0に収束した.最

適制御を制御方法とした場合より倒立振子に 12.474[kg]の

重りを多く乗せても入力電圧の 6[V] を超えないで車輪の

角速度, 車体の回転角度は 0 に収束するのでロバスト性能

が向上したコントローラであるといえる.
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図 7 ロバスト制御系における車体の回転角度のシミュ

レーション結果

図 8 ロバスト制御系における車輪の角速度のシミュレー

ション結果

図 9 ロバスト制御系において入力電圧が 6[V]未満である

ことを検証したシミュレーション結果

7 おわりに

本研究では二輪型倒立振子を用いてコントローラのロバ

スト性能を評価を行った. 車体の重さを大きくしていった

場合シミュレーション上では各状態変数は 0 に収束した.

車体の質量の変動に対してロバスト最適制御が有効である

ことをシミュレーションにより確認した.

図 10 ロバスト制御系において入力電圧が 6[V] を超える

ことを検証したシミュレーション結果
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