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1 はじめに

統計学を学ぶ過程で,多群指数モデルに興味を持った.そ

のため, 多群指数モデルを多方面に理解するために研究を

することにした.本論では,多群指数モデルにおける一様性

の仮説検定法について考察する.

2 モデルの設定と統計量の基本的性質

表 1. k 群モデル

群 サイズ データ 平均 分布関数

第 1群 n1 X11, . . . , X1n1
µ1 1 − e−x/µ1

第 2群 n2 X21, . . . , X2n2
µ2 1 − e−x/µ2

...
...

...
...

...
...

...

第 k 群 nk Xk1, . . . , Xknk µk 1 − e−x/µk

ある要因 Aがあり, k 個の水準 A1, · · · , Ak を考える.水

準 Ai における標本の観測値 (Xi1, Xi2, · · · , Xini )を第 i標本
とよび,平均が µi である密度関数 (1/µi)e−x/µi (x > 0)をも
つ指数分布とする.すなわち,

P(Xi j ≦ x) = 1 − e−x/µi (x > 0) ,
E(Xi j) = µi ,
V(Xi j) = µ2i (1)

である. さらにすべての Xi j は互いに独立であると仮定す

る.総標本サイズを n ≡ n1 + · · · + nk とおく. 第 i 群の標本
平均 X̄i. ≡ (1/ni)

∑ni
j=1 Xi j が, µi の一様最小分散不偏推定

量である.ここで,その推定量を µ̂i = X̄i. で表記する.

このとき,文献 [1]より,次の命題が成り立つ.

命題 1

2ni µ̂i
µi

∼ χ22ni (i = 1, · · · , k)

となる. ただし, Y ∼ χ2m は Y が自由度 m のカイ自乗分布
に従うことを意味している.

証明 仮定から,文献 [2]の p.111の表現を使って

Xi1, Xi2, . . . , Xin ∼ E X
(
1

µi

)
= GA

(
1,

1

µi

)
文献 [2]の系 3.16より,

W ≡
n∑
j=1

Xi j ∼ GA
(
ni,

1

µi

)
となり,密度関数は文献 [2]の p.111より,

fW (x) =

(
1
µi

)n
Γ(ni)

xn−1e−
1
µi

x

となる.このとき,

T ≡ 2ni µ̂i
µi

とおくと,

T =
2

µi
W

であるから,

fT (y) =
1��� 2µi

��� fW

(
y − 0

2
µi

)
=

1
2
µi

(
1
µi

)n
Γ(ni)

(
y
2
µi

)n−1
e−

1
µi

y
2/µi

=
1

2nΓ(ni)
yn−1e−

y
2

=
(
χ22niの密度関数

)
が成り立つ. □

命題 2 漸近理論を述べるために,

(条件 1) lim
n→∞

ni
n
= λi > 0 (1 ≦ i ≦ k)

を仮定する.このとき, n → ∞として,

√
n{log(µ̂i) − log(µi)}

L−→ Yi ∼ N
(
0,

1

λi

)
(i = 1, · · · , k)

が成り立つ.ただし,
L−→は分布 (法則)収束を表す.

証明 (1)より

V(µ̂i) = V(X̄i.)

= V

((
1

ni

) ni∑
j=1

X̄i j

)
=

1

ni

ni∑
j=1

V(X̄i j)

=
1

n2
i

niµ2i

=
µ2i
ni

であるから中心極限定理より,

µ̂i − µi√
µ2i /ni

=
µ̂i − µi√

V(µ̂i)
L−→ Ui ∼ N(0, 1)

となる.このとき √
n
ni

P−→
√

1

λi

1



であるから,スラツキーの定理より,
√

n(µ̂i − µi)
µi

L−→
√

1

λi
Ui (2)

が成り立つ.ただし,
P−→は確率収束を表す. (2)から

√
n(µ̂i − µi)

L−→
√

1

λi
µiUi

が言えるので,デルタ法より

√
n{log(µ̂i) − log(µi)}

L−→d log(µi)
dµi

√
1

λi
µiUi

=

√
1

λi
Ui

が成り立つ. この平均と分散はそれぞれ

E

(√
1

λi
Ui

)
= 0 , V

(√
1

λi
Ui

)
=

1

λi

となり, Yi ≡
√

1
λi

Ui とすれば命題が成り立つ. □

3 一様性の検定法

水準 αの{
帰無仮説 H0： µ1 = µ2 = · · · = µk
対立仮説 H1： ある i , i′に対してµi , µi′

に対する検定を考える.

Ti ≡
√

n(log µ̂i − log µi) (3)

とおく.このとき,命題 2より

Ti
L−→ Yi ∼ N

(
0,

1

λi

)
(4)

が言える.

命題 3 (条件 1)と H0 の下で

Ẑi ≡
√

ni

(
log µ̂i −

k∑
j=1

nj

n
log µ̂j

)
とおく.このとき, n → ∞として,

Ẑi
L−→

√
λi

(
Yi −

k∑
j=1

λjYj

)
が成り立つ.

証明 Ẑi を変形すると,

Ẑi =
√

ni

(
log µ̂i −

k∑
j=1

nj

n
log µ̂j

)
=
√

ni log µ̂i −
√

ni
k∑
j=1

nj

n
log µ̂j

=

√
ni√
n

{
√

n (log µ̂i − log µi) −
√

n
k∑
j=1

nj

n
(
log µ̂j − log µj

)}
=

√
ni√
n

{
√

n(log µ̂i − log µi) −
k∑
j=1

nj

n
√

n(log µ̂j − log µj)
}

となる.ここで (3)を使ってさらに変形すると,

Ẑi =

√
ni√
n

(
Ti −

k∑
j=1

nj

n
Tj

)
となる.このことと (4)より,

Ẑi
L−→

√
λi

(
Yi −

k∑
j=1

λjYj

)
(5)

が成り立つ. □

定理 1

TZ ≡
k∑
i=1

(Ẑi)2

とおく.帰無仮説 H0 の下で, n → ∞とすると,

TZ
L−→ T ∼ χ2k−1

が成り立つ.

証明 TZ は,

TZ =

k∑
i=1

{√
ni√
n

(
Ti −

k∑
j=1

nj

n
T j

)}2

=

k∑
i=1

ni
n

(
Ti −

k∑
j=1

nj

n
T j

)2
=

k∑
i=1

Ẑ2
i

と変形でき, (5) より TZ
L−→ T ≡ ∑k

i=1 λi(Yi −
∑k

j=1 λjYl)2

となる.文献 [3]の定理 A.1を適用して,

T ∼ χ2k−1

となり,定理が成り立つ. □

TZ =

k∑
i=1

(Ẑi)2

=

k∑
i=1

ni

(
log µ̂i −

k∑
j=1

nj

n
log µ̂j

)2
と書き換えられる.

TZ の漸近分布は上式のようになる. また統計量 TZ に基

づく漸近的な検定方式について考えると, 帰無仮説 H0 vs.

対立仮説 H1 に対する水準 αの検定方式は{
TZ ≥ χ2

k−1(α)のとき, H0を棄却する
TZ < χ

2
k−1(α)のとき, H0を棄却しない

で与えられる. ただし,自由度 k − 1のカイ二乗分布の上側

100α% 点を χ2
k−1(α) とおく. このとき, 検定関数 ϕ(x) を

使って表すと,

ϕ(x) =
{
1 (TZ ≥ χ2

k−1(α))
0 (TZ < χ

2
k−1(α))

と表現される.
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4 平均に順序制約がある場合の検定法

水準 αの
帰無仮説 H0： µ1 = µ2 = · · · = µk
対立仮説 H1： µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µk

(少なくとも１つの ≤ は < である)

に対する検定を考える.

H0 が真のとき, µi = µ0 とおくと,

Z̃i ≡
√

ni {log(µ̂i) − log(µ0)}
L−→ Zi =

√
λiYi

∼ N(0, 1)

が成り立っている. このとき, 文献 [2] の定理 2.29 より,

Z1 , . . . , Zn は互いに独立である.

Tc ≡
k∑
i=1

(ci − c̄)√ni
√

ni log(µ̂i) =
k∑
i=1

(ci − c̄)ni log(µ̂i)

とおく.ただし, c̄ = 1
n

k∑
i=1

nici である.

定理 2 統計量 T̂c を

T̂c ≡
Tc√∑k

i=1 ni(ci − c̄)2

とおくと, (条件 1)と H0 の下で, n → ∞として,

T̂c
L−→ N(0, 1)

が成り立つ.

証明

k∑
i=1

ni(ci − c̄) =
k∑
i=1

nici − c̄
k∑
i=1

ni

=

k∑
i=1

nici −
k∑
i=1

nici

= 0

であるので,

Tc =

k∑
i=1

(ci − c̄)ni{log(µ̂i) − log(µ0)} = 0

となる.また,

c̄0 ≡ lim
n→∞

c̄ =
k∑
i=1

λici

とおくと,スラツキーの定理,文献 [2]の系 3.6より

Tc√
n
=

∑k
i=1(ci − c̄)√ni

√
ni {log(µ̂i) − log(µ0)}√

n

L−→
k∑
i=1

(ci − c̄0)
√
λiZi (6)

∼ N

(
0 ,

k∑
i=1

(ci − c̄0)2λi

)
(7)

(6)を変形すると,

k∑
i=1

(ci − c̄0)
√
λiZi =

k∑
i=1

(
ci −

k∑
j=1

λjcj

) √
λiZi

=

k∑
i=1

√
λiciZi −

k∑
j=1

λjcj
k∑
i=1

√
λiZi

となり, (7)より定理が成り立つ. □

ここで, ci = i (i = 1, . . . , k) とした T̂c を T̂k とすると,

T̂k を帰無仮説 H0 vs 対立仮説 H1 に対する検定統計量と

することができる.すなわち

T̂k =

∑k
i=1

(
i − 1

n

∑k
j=1 jnj

)
ni log(µ̂i)√∑k

i=1 ni
(
i − 1

n

∑k
j=1 jnj

)2
となる. ここで検定統計量 T̂k について検定方式を考える.

帰無仮説 H0 vs 対立仮説 H1 に対する水準 αの漸近的な

検定は, {
T̂k ≥ z(α)のとき, H0を棄却する
T̂k < z(α)のとき, H0を棄却しない

で与えられる. ただし, 標準正規分布の上側 100α ％点を

z(α) とする. 検定関数 ϕ(x)を使って表すと,

ϕ(x) =
{
1 (T̂k ≥ z(α))
0 (T̂k < z(α))

と表現される.

5 C言語におけるプログラム解説

5.1 プログラムの流れ

1. 関数 inputによりデータを入力

2. 関数 keisanmuによりデータのそれぞれの群の平均 µi
を計算

3. 関数 keisanmuhatにより推定量 µ̂i を計算

4. 関数 junjyotoi により出力したい結果を選択し, それ

を出力する

5.2 mainプログラム

int main(void)

{

input();

keisanmu();

keisanmuhat();

junjyotoi();

return(0);

}
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6 C 言語プログラムによる実際のデータを用
いた実行結果と解析結果

6.1 データ

熊本地震における発生した当日から震度 3以上の地震の

1 週間ごとのデータを 3 週間とり, 第 1 群を 1 週目, 第 2

群を 2週目, 第 3群を 3週目として, 第 5節の C言語プロ

グラムを実行し, 6.2 節にその実行結果を述べ, 6.3 節に解

析結果を論述した.

表 2. 熊本地震

群 サイズ 平均 (時)

第 1群 98 1.414115646

第 2群 28 5.708928571

第 3群 23 7.402898551

6.2 実行結果

(1) α = 0.01 のとき

群の個数を入力してください:3

第 1群の標本数を入力してください:98

第 2群の標本数を入力してください:28

第 3群の標本数を入力してください:23

データのファイル名を入力してください

eqdataku.txt

0 より大きく 0.5 より小さな有効水準αの値を入力して

ください:　 0.01

順序は問いますか｜ yes:1/no:2｜:1

誤差 0.000010 の標準正規分布の上側 1.000000 ％点

は 3.000008

帰無仮説 H_0: μ_1 = ・・・ = μ_k

対立仮説 H_1: μ_1 <= ・・・<= μ_k(少なくとも１つ

の<=は<≠である )

多群指数モデルにおける一様性の仮説検定

H_0 を棄却する

群の個数を入力してください:3

第 1群の標本数を入力してください:98

第 2群の標本数を入力してください:28

第 3群の標本数を入力してください:23

データのファイル名を入力してください

eqdataku.txt

0 より大きく 0.5 より小さな有効水準αの値を入力して

ください:　 0.01

順序は問いますか｜ yes:1/no:2｜:2

誤差 0.000010 の標準正規分布の上側 1.000000 ％点

は 0.580650

帰無仮説 H_0: μ_1 = ・・・ = μ_k

対立仮説 H_1: μ_1 ≠　・・・ ≠ μ _k

多群指数モデルにおける一様性の仮説検定

H_0 を棄却する

(2) α = 0.05 のとき

群の個数を入力してください:3

0 より大きく 0.5 より小さな有効水準αの値を入力して

ください:　 0.05

順序は問いますか｜ yes:1/no:2｜:1

誤差 0.000010 の標準正規分布の上側 5.000000 ％点

は 3.000008

帰無仮説 H_0: μ_1 = ・・・ = μ_k

対立仮説 H_1: μ_1 <= ・・・<= μ_k(少なくとも１つ

の<=は<≠である )

多群指数モデルにおける一様性の仮説検定

H_0 を棄却する

群の個数を入力してください:3

0 より大きく 0.5 より小さな有効水準αの値を入力して

ください:　 0.05

順序は問いますか｜ yes:1/no:2｜:2

誤差 0.000010 の標準正規分布の上側 5.000000 ％点

は 0.556740

帰無仮説 H_0: μ_1 = ・・・ = μ_k

対立仮説 H_1: μ_1 ≠　・・・ ≠ μ _k

多群指数モデルにおける一様性の仮説検定

H_0 を棄却する

6.3 解析結果

α の値が 0.01の場合と α の値が 0.05の場合, 順序制約

がある場合と, 順序制約がない場合のすべての場合で棄却

された.このことから,地震の余震の頻度は,地震が発生し

てから時間がたつほど大きく下がることが分かった.

7 おわりに

本論では, 多群指数モデルにおける一様性の仮説検定法

について考察した. C 言語プログラムを作成し, 現実の

データを用いることで, 多群指数モデルにおける一様性の

仮説検定法に対する理解を深めることができた.
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