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1 はじめに

これまでスライダー型や回転型の二重倒立振子など，劣

駆動システムの制御を題材にした研究は盛んに行われてお

り，様々な手法でその安定化制御が達成されている．劣駆

動システムとは，システムのもつ自由度の数に対してアク

チュエータの数が少ないシステムのことであり，より少な

いアクチュエータでシステム全体の制御を実現すること

は，様々な産業において軽量化やエネルギー，コストの削

減につながることが考えられる [1]．

本研究では劣駆動システムである並列回転型倒立振子の

安定化制御に取り組む．並列回転型倒立振子は一般的な回

転型倒立振子と比べて非駆動関節の数が 1つ多い上，強い

非線形性をもつため，その安定化制御の実現は難しい課題

である [5]．また，本研究では並列回転型倒立振子の安定

化制御だけでなく，実験機の設計にも取り組む．実験機の

設計に基づいた制御シミュレーションを行い，シミュレー

ション結果に応じて設計を変更して製作した実験機で安定

化制御実験を行うという過程を経ることで，より深く制御

工学を学ぶことを目指す．

2 実験機製作

2.1 概要

回転型倒立振子の実験機設計は本研究の大きな柱の一

つである．実験機の基本構造はの山口氏の回転型倒立振子

を参考にし，アーム部分を双腕にすることで並列回転型倒

立振子とした．シミュレーションとの連携を円滑にするた

め，実験機が様々な実験に応用可能であり，部品組み換え

及び調整・修理が容易にできるように設計を進めた．設計

は 3DCADソフトの SOLIDWORKSを用いて行い，部品

加工は株式会社テクニカルサポートに依頼した．

2.2 製作の流れ

実験機を製作した流れを表 1に示す．

2.3 構想設計

構想段階での設計は図 1 である．構想段階ではアーム

両端に固定されたエンコーダに直接振子を固定するように

なっている．

2.4 モータ・エンコーダの決定

モータとエンコーダは単振子の振り上げ安定化の実績の

ある山口氏の回転型倒立振子 [2] に用いられているものと

同等または類似したスペックのものを選定した．

表 1 製作の流れ

構想設計

↓

使用するモータ・エンコーダの決定

↓

設計

↓

部品加工依頼

↓

組み立て・完成

図 1 構想設計

2.5 設計

決定したモータとエンコーダを組み込み完成した設計

が図 2 である．材料は基本的に回転部分は軽いアルミ

(A5052)，振子と台座部分については鉄 (S45C) とした．

構想段階の図 1とは異なり，エンコーダはアームの内側に

固定され，振子の回転をベルトを介して読み取る形になっ

ている．これは，エンコーダの軸に直接振子を取り付ける

ための部品の製作が困難であったこと，取り付ける振子の

重量に対してエンコーダの軸の強度に不安があったことが

要因である．結果的にではあるが，ベルト連結にしたこと

によりエンコーダの分解能がプーリ径比分向上し，配線の

取り回しも改善された．また，ギア径を構想設計のものよ

り小さくしたことと合わせてアーム部分の慣性モーメント

を小さくすることができたため，より小さな入力電圧での

制御が可能になった．アームと回転軸は負荷に強く取り外

しの容易なキーを使った固定を採用した．振子の長さの変

更をスムーズにするため，アームにはねじ穴を空け，そこ

にねじ切りをした振子を手回しでつけるようにした．

加工の詳細を詰めるため設計図をもとにテクニカルサ

ポートと打合せを行ったところ，エンコーダの軸になる部
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品が小さいため加工が困難であり十分な精度での製作が不

可能であると判断された．そこで，本来の用途とは異なる

がミスミの位置決めピン (SFPHSHH-D3-L11-P1.5-B10)

をエンコーダの軸として代用することで解決した．また，

ベルトのテンションを調整できる機構を組み込んだほうが

良いというアドバイスを頂いたため，図 3 のようにエン

コーダの取り付け位置を縦穴の範囲で上下に移動させるこ

とでベルトのテンションを変更できる機構を組み込んだ．

図 2 完成した設計

図 3 ベルトテンション調整機構

2.6 組み立て・完成

実際に製作した実験機は図 4に示す．振子については全

長 10[cm]から 40[cm]まで 5[cm]刻みで計 7本の製作を依

頼した．

2.7 実験機の不具合

製作した実験機を用いて実験を進める中でいくつかの

不具合が発生した．主な不具合はエンコーダの固定が緩い

点，振子回転軸のベアリングがずれてしまう点，振子の軸

ががたつく点，全長 10[cm]と 40[cm]の振子が実験に適さ

ない点の 4つである．これらは現時点では大きく実験に影

響を与えていないと思われるが，今後より高度な実験を行

う際には部品の再製作も必要になるだろう．

3 並列回転型倒立振子システムのモデル

本研究で使用する並列回転型倒立振子は，表 2 のパラ

メータを持つ実験機である．実験機は回転アーム，振子，

図 4 実際に製作された実験機

DCサーボモータ，マイクロエンコーダで構成されている．

回転アームはギアを介して DCサーボモータに接続されて

おり，電圧入力を DCサーボモータに与えることで回転軸

を中心として水平面内を回転する．振子はアームの両端に

取り付けられており，垂直平面内を自由に回転することが

できる．回転アームの回転角 ϕ はギアを介して DC サー

ボモータに内蔵されているエンコーダで観測し，振子の回

転角 θ1，θ2 はベルトとプーリを介してマイクロエンコー

ダで観測する．

3.1 運動方程式の導出

並列回転型倒立振子システムを図 5 で示すモデルとし

て，Lagrange の運動方程式を導出する．まず，回転アー

ムの回転軸と振子の回転軸との交点を原点とし，水平面方

向に x軸，y 軸，鉛直方向に z 軸をとる．ϕ，θ1，θ2 は反

時計回り方向を正とする．以下の表 2で各パラメータの定

義をする．

2 本の振子の重心の座標 P1，P2 は以下のように表すこ

とができる．

P1 =

[
Px1

Py1

Pz1

]
=

[
la cosϕ− lp1 sin θ1 sinϕ
la sinϕ+ lp1 sin θ1 cosϕ

lp1 cos θ1

]
(1)

P2 =

[
Px2

Py2

Pz2

]
=

[−la cosϕ+ lp2 sin θ2 sinϕ
−la sinϕ− lp2 sin θ2 cosϕ

lp2 cos θ2

]
(2)
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図 5 並列回転型倒立振子モデル

表 2 並列回転型倒立振子のパラメータ

記号 名称

Ja 回転アームの慣性モーメント

Jp1 振子 1の慣性モーメント

Jp2 振子 2の慣性モーメント

mp1 振子 1の質量

mp2 振子 2の質量

la 回転アームの長さ

lp1 振子 1の回転中心から重心位置までの長さ

lp2 振子 2の回転中心から重心位置までの長さ

ba 回転アームの粘性摩擦係数

bp1 振子 1の粘性摩擦係数

bp2 振子 2の粘性摩擦係数

Ra 電気子抵抗

KE 逆起電力定数

KT トルク定数

g 重力加速度

n モータと回転アームのギア比

これらを時間について微分すると，

Ṗ1 =−laϕ̇ sinϕ− lp1(θ̇1 cos θ1 sinϕ+ ϕ̇ sin θ1 cosϕ)

laϕ̇ cosϕ+ lp1(θ̇1 cos θ1 cosϕ− ϕ̇ sin θ1 sinϕ)

−lp1θ̇1 sin θ1

 (3)

Ṗ2 = laϕ̇ sinϕ+ lp2(θ̇2 cos θ2 sinϕ+ ϕ̇ sin θ2 cosϕ)

−laϕ̇ cosϕ− lp2(θ̇2 cos θ2 cosϕ− ϕ̇ sin θ2 sinϕ)

−lp2θ̇2 sin θ2

 (4)

となる．システム全体の運動エネルギー T，ポテンシャル

エネルギー U は，

T =
1

2
Jaϕ̇

2 +
1

2
(Jp1θ̇1

2
+mp1Ṗ1Ṗ1

T
)

+
1

2
(Jp2θ̇2

2
+mp2Ṗ2Ṗ2

T
) (5)

U =mp1glp1 cos θ1 +mp2glp2 cos θ2 (6)

である．このとき，回転アームと振子の粘性摩擦を考慮し

た Lagrangeの運動方程式は，

θ̇1(2r1ϕ̇ cos θ1 sin θ1 − r5θ̇1 sin θ1) + r5θ̈1 cos θ1

+ θ̇2(2r2ϕ̇ cos θ2 sin θ2 − r6θ̇2 sin θ2) + r6θ̈2 cos θ2

+ ϕ̈(r11 + r1 sin θ
2
1 + r2 sin θ

2
2) + baϕ̇ = τ (7)

r9θ̈1 − r7 sin θ1 − r1ϕ̇
2 cos θ1 sin θ1

+ r5ϕ̈ cos θ1 + bp1θ̇1 = 0 (8)

r10θ̈2 − r8 sin θ2 − r2ϕ̇
2 cos θ2 sin θ2

+ r6ϕ̈ cos θ2 + bp2θ̇2 = 0 (9)

となる．ただし，r1 から r11 までは以下のように置き換

えた．

r1 = l2p1mp1 r2 = l2p2mp2 r3 = l2amp1

r4 = l2amp2 r5 = lalp1mp1 r6 = lalp2mp2

r7 = glp1mp1 r8 = glp2mp2 r9 = Jp1 + r1

r10 = Jp2 + r2 r11 = Ja + r3 + r4

また，倒立振子実験機に搭載する DCサーボモータの伝達

特性は，電圧入力を uとすると，

τ = −n
2KTKE

Ra
ϕ̇+

nKT

Ra
u (10)

で表され，以降は

ta =
n2KTKE

Ra
tb=

nKT

Ra

と置き換える．以上のことから，運動方程式は以下の形式

で表すことができる．r11 + r1 sin
2 θ1 + r2 sin

2 θ2 r5 cos θ1 r6 cos θ2
r5 cos θ1 r9 0
r6 cos θ2 0 r10

 ϕ̈θ̈1
θ̈2



=

[
R1

R2

R3

]
(11)

ただし，R1から R3 については以下のように置き換えた．

R1 =− θ̇1(2r1ϕ̇ cos θ1 sin θ1 − r5θ̇1 sin θ1)

− θ̇2(2r2ϕ̇ cos θ2 sin θ2 − r6θ̇2 sin θ2)

− (ba + ta)ϕ̇+ tbu

R2 =r7 sin θ1 + r1ϕ̇
2 cos θ1 sin θ1 − bp1θ̇1

R3 =r8 sin θ2 + r2ϕ̇
2 cos θ2 sin θ2 − bp2θ̇2
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3.2 状態方程式の導出

システムの状態変数 xを

x(t) = [ x1, x2, x3, x4, x5, x6 ]
T

=
[
ϕ, θ1, θ2, ϕ̇, θ̇1, θ̇2

]T
(12)

とすると，システムは以下のように表すことができる．

ẋ = f(x) + g(x)u (13)

ここで，

f(x) =



x4
x5
x6

r9r10R1−r5r10R2 cos θ2−r6r9R3 cos θ2
D1

R2f1+r5r6R3 cos θ1 cos θ2−r5r10R1 cos θ1
D1

R3f1+r5r6R2 cos θ1 cos θ2−r6r9R1 cos θ2
D1



g(x) =



0
0
0

r9r10tb
D1

−r5r10tb cos θ1
D1

−r6r9tb cos θ2
D1


である．ただし，f1 と f2，D1 について，以下のように置

き換えた．

f1 =r10(r11 + r1 sin
2 θ1 + r2 sin

2 θ2)− r26 cos
2 θ2

f2 =r9(r11 + r1 sin
2 θ1 + r2 sin

2 θ2)− r25 cos
2 θ1

D1 =r9r10(r11 + r1 sin
2 θ1 + r2 sin

2 θ2)

− r9r
2
6 cos

2 θ2 − r10r
2
5 cos

2 θ1

さらに，上式を x = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T 周りで線形化すると，

ẋ = Ax+Bu (14)

が得られる．ここで，

A =

[
0 I3
M1 M2

]
B =


0
0
0

r9r10tb
D2−r5r10tb
D2−r6r9tb
D2


である．ただし，

M1 =D−1
2

[
0 −r5r7r10 −r6r8r9
0 −r7r12 −r5r6r8
0 −r5r6r8 −r8r13

]

M2 =D−1
2

[
r9r10(ba + ta) bp1r5r10 bp1r5r9
r5r10(ba + ta) −bp1r12 −bp2r5r6
r6r9(ba + ta) −bp1r5r6 −bp2r13

]
r12 =− r26 + r10r11

r13 =− r25 + r9r11

D2 =r11(r1r2 + Jp1Jp2 + Jp1r2 + Jp2r1)

− r26r9 − r25r10

とした．

4 パラメータ同定

ここでは，並列回転型倒立振子のパラメータ同定につい

て説明する．

4.1 実験方法

慣性モーメントは理論的に求めることも可能だが，アー

ムや振子の形状は一様な棒ではないので，アームおよび振

子の慣性モーメントの理論値と実際の値には誤差が生じ

る．また，粘性摩擦係数は実験的にのみ得ることが出来る．

そのため，未知パラメータをアームの慣性モーメントと粘

性摩擦係数，各振子の慣性モーメントと粘性摩擦係数の計

6個とした．

同定方法は同時同定法を，計算方法は最小二乗法を用い

る [6]．

実験方法は下記の三つの方法である．

(1)アームの慣性モーメント Ja と粘性摩擦係数 ba の同定

実験

振子を取り外し，アームに正弦波入力を印加してアーム

の角度を測定する．測定したアームの角度データを用いて

アームの慣性モーメント Ja と粘性摩擦係数 ba の 2つの未

知パラメータをアームのみのモデルから同定する．

(2)各振子の慣性モーメント r9，r10 と粘性摩擦係数 bp1，

bp2 の同定実験

アームと台座を取り外し，振子を振り上げた状態から自

由応答させて振子の角度を測定する．測定した振子の角度

データを用いて振子の慣性モーメント rs と粘性摩擦係数

bpk の 2つの未知パラメータを振子のみのモデルから同定

する．(s = 9, 10; k = 1, 2)

(3)アームと各振子の慣性モーメント Ja，r9，r10 と粘性

摩擦係数 ba，bp1，bp2 の同定実験

アームに振子を取り付けたままアームに正弦波入力を印加

し，アームと振子の各角度を測定する．測定した角度デー

タを用いて実験機全体のモデルから同定を行う．

4.2 検証方法

この実験で得られた各未知パラメータの同定値の検証は

三つの方法で行う．一つ目は，それぞれの実験方法で得ら

れた未知パラメータの各同定値の比較である．二つ目は，

CAD から得られる値との比較である．三つ目は，同定さ

れたパラメータを用いたシミュレーションで得られる応答

と，実験により得られた応答を比較する方法である．

4.3 実験機を用いた同定

この節では，並列回転型倒立振子の実験機を用いたパラ

メータ同定について説明する．
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4.3.1 アームの慣性モーメント Ja と粘性摩擦係数 ba の

同定実験

アームの未知パラメータを慣性モーメント Ja と粘性摩

擦係数 ba とし，振子を取り外した状態でアームに正弦波

入力を印加してパラメータ同定を行う．アームのみの運動

方程式は次の式 (15)である．

Jaϕ̈+ baϕ̇ = nKdcu (15)

この式に対し最小二乗法を用いると，各未知パラメータを

同時に求めることが出来る．しかし，実験機に使用してい

るエンコーダでは角速度，角加速度を測定できない．その

ため，角度の一階，二階の疑似微分を得る必要がある．角

度の中心差分を取り，伝達関数を適用してこれらを得る．

h(t) = [ϕ, ϕ̇, ϕ̈, θ, θ̇, θ̈, u]T とし，これをラプラス変換して

Hi(s) = L[hi(t)] (i = 1, 2, · · · , 7)

とし，これに伝達関数 F (s)を適用して，

H̃i(s) = F (s)Hi(s) (i = 1, 2, · · · , 7)

とする．さらにこれを逆ラプラス変換して，

h̃i(t) = L−1[H̃i(s)] (i = 1, 2, · · · , 7)

とする．(15)式を用いてこの伝達関数を適用すると，

Jah̃3(t) + bah̃2(t) = nKdch̃7(t) (16)

となる．また，式 (16)は次のように表せる．

[
h̃3(t)　 h̃2(t)

] [ Ja
ba

]
= nKdch̃7(t) (17)

この式から R,ψ,Z を，

R =
[
h̃3(t) h̃2(t)

]
, ψ =

[
Ja
ba

]
, Z = nKdch̃7(t)

(18)

とおくと最小二乗法より，同定する未知パラメータの値が，

ψ = (RTR)−1RTZ (19)

と得られる．

アームに印加する正弦波入力の周波数を変更し 9回の実

験を行い，その平均値を未知パラメータの同定値とする．

実験の結果を表 3に示す．

この結果から，アームの慣性モーメントの同定値

は 7.03 × 10−3[kg · m2]，粘性摩擦係数の同定値は，

5.32× 10−2[N · s/rad]と得られた．また CADによるアー

ムの慣性モーメント Ja の算出値は 9.467 × 10−3[kg ·m2]

と得られ，実験との相対誤差率は 25.8[%]であった．

また実験から得られたアームの角度の応答と実験から得

られた同定値を用いたシミュレーションによる応答との比

較検証を図 6に示す．

検証結果から，CADによる算出値との相対誤差率や，シ

ミュレーションの応答との差が比較的大きい結果が得られ

た．この原因の一つとして，モータの性質の問題が挙げら

れる．図 6で示されている通り，モータに正弦波入力を印

加すると正の方向にずれている．この現象が相対誤差率の

大きさや，実験とシミュレーションとの応答の違いに現れ

たと考えられる．

しかし 9回の実験の結果，慣性モーメント Ja の同定値

の標準偏差が 5.08× 10−4，粘性摩擦係数 ba の同定値の標

準偏差が 7.46× 10−3 となり，実験毎に大きな同定値の差

は見られなかったため，この平均値を制御則設計に用いた．

表 3 アームの同定結果

回数 入力 [V] Ja 同定値 [kg·m2] ba 同定値 [N · s/rad]
1 sinπt 6.49× 10−3 4.55× 10−2

2 sin 2πt 7.75× 10−3 6.50× 10−2

3 sin 2πt 6.73× 10−3 4.85× 10−2

4 sin 2πt 6.69× 10−3 4.92× 10−2

5 sin 2πt 6.65× 10−3 4.90× 10−2

6 sin 4πt 7.03× 10−3 5.35× 10−2

7 sin 4πt 6.67× 10−3 5.00× 10−2

8 sin 4πt 7.18× 10−3 4.99× 10−2

9 sin 6πt 8.04× 10−3 6.82× 10−2

平均値 7.03× 10−3 5.32× 10−2
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図 6 アームの応答の比較検証

4.3.2 各振子の慣性モーメント r9，r10 と粘性摩擦係数

bp1，bp2 の同定実験

振子 1 の未知パラメータを r9, bp1 とし，振子 1 のみを

自由応答させてその角度を計測する．得られた振子 1の角

度データを用いて同定を行う．

r9θ̈ − r7 sin θ + bp1θ̇ = 0 (20)

式 (20)を用いて同様に伝達関数を適用すると，

r9h̃6(t) + bp1h̃5(t) = r7 sin h̃4(t) (21)

となる．また，式 (21)は次のように表せる．

[
h̃6(t)　 h̃5(t)

] [ r9
bp1

]
= r7 sin h̃4(t) (22)
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この式から R,ψ,Z を，

R =
[
h̃6(t) h̃5(t)

]
, ψ =

[
r9
bp1

]
, Z = r7 sin h̃4(t)

(23)

とし，最小二乗法から同定する未知パラメータを求める．

各長さの振子の初期値を変更し各 3回実験を行い，その平

均値を同定値とする．同定結果は表 4に示す．慣性モーメ

ント r9 に関しては CAD による算出値と，その算出値と

実験から得られた同定値との相対誤差率を載せている．

実験結果から，慣性モーメント r9 は CAD による算出

値との比較検証で，全長 10[cm] 以外の振子で相対誤差率

が 2[%]前後となった．全長 10[cm]の振子で，CADによ

る算出値との相対誤差率が 12.6[%]となった．その原因と

して実験機のがた等があげられる．

表 4 各振子の慣性モーメントの同定結果

長さ[cm] r9算出値 [kg·m2] 同定値 [kg·m2] 誤差[%] bp1同定値 [N · s/rad]
40 3.10× 10−3 3.16× 10−3 1.83 4.87× 10−4

35 2.06× 10−3 2.11× 10−3 2.19 5.50× 10−4

30 1.28× 10−3 1.31× 10−3 1.67 3.94× 10−4

25 7.33× 10−4 7.34× 10−4 0.15 3.35× 10−4

20 3.67× 10−4 3.73× 10−4 1.69 3.48× 10−4

15 1.49× 10−4 1.48× 10−4 0.83 2.42× 10−4

10 4.12× 10−5 3.60× 10−5 12.6 1.10× 10−4

また，実験から得られた振子の自由応答と同定値を用い

たシミュレーションによる振子の自由応答との比較を図 7

～図 9 に示す．全長 10[cm] の振子ではシミュレーション

の方が実験よりも応答の収束が遅くなっている．この原因

としては，クーロン摩擦などのモデルに考慮していない外

力の影響が考えられる．全長 40[cm] の振子では，シミュ

レーションの方が実験よりも応答の収束が早くなってい

る．この原因は現在調査中である．全長 20[cm]，25[cm]，

30[cm]，35[cm]の振子は，シミュレーションと実験データ

でズレが少ないと考えられる．
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図 7 全長 10[cm]の振子の応答の比較
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図 8 全長 25[cm]の振子の応答の比較
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図 9 全長 40[cm]の振子の応答の比較

粘性摩擦係数が振子の長さ毎に異なる原因は，応答が一

致するような複数の未知パラメータを同時に決定する計算

手法に起因すると考えている．このため，粘性摩擦係数は

各長さの振子毎に得られた同定値の平均を取るのではな

く，それぞれの長さの振子で得られた同定値を用いた．

以上の実験結果から全長 20[cm]～35[cm] の 4 本の振子

の慣性モーメント r9 と粘性摩擦係数 bp1 の同定値が信頼

できるものであると考える．

4.3.3 アームと各振子の慣性モーメント Ja，r9，r10 と

粘性摩擦係数 ba，bp1，bp2 の同定実験

未知パラメータを Ja, r9, r10, ba, bp1, bp2 とし，アームに

2本の振子を取り付けた状態でアームに正弦波入力を印加

してパラメータ同定を行う．前章で示した運動方程式をま

とめると，

Jaϕ̈+ r9(ϕ̈ sin
2 θ1 + 2ϕ̇θ̇1 sin θ1 cos θ1)

+ r10(ϕ̈ sin
2 θ2 + 2ϕ̇θ̇2 sin θ2 cos θ2) + baϕ̇

= tbu− taϕ̇+ r5θ̇1
2
sin θ1 + r6θ̇2

2
sin θ2 − (r3 + r4)ϕ̈

− r5θ̈1 cos θ1 − r6θ̈2 cos θ2

(24)

r9(θ̈1 − ϕ̇2 sin θ1 cos θ1) + bp1θ̇1

= r7 sin θ1 − r5ϕ̈ cos θ1

(25)

r10(θ̈2 − ϕ̇2 sin θ2 cos θ2) + bp2θ̇2

= r8 sin θ2 − r6ϕ̈ cos θ2

(26)

6



と得られる．式 (24)～(26) を用いて同様に伝達関数を適
用すると，

Jah̃3(t) + r9(h̃3(t) sin
2 θ1 + 2h̃2(t)h̃5(t) sin(h̃4(t)) cos(h̃4(t)))

+r10(h̃3(t) sin
2 θ2 + 2h̃2(t)h̃8(t) sin(h̃7(t)) cos(h̃7(t))) + bah̃2(t)

= tbu− tah̃2(t) + r5h̃5(t)
2 sin(h̃4(t)) + r6h̃8(t)

2 sin(h̃7(t))

− (r3 + r4)h̃3(t)− r5h̃6(t) cos(h̃4(t))− r6h̃9(t) cos(h̃7(t))

(27)

r9(h̃6(t)− h̃2(t)
2 sin(h̃4(t)) cos(h̃4(t))) + bp1h̃5(t)

= r7 sin(h̃4(t))− r5h̃3(t) cos(h̃4(t))

(28)

r10(h̃9(t)− h̃2(t)
2 sin(h̃7(t)) cos(h̃7(t))) + bp2h̃8(t)

= r8 sin(h̃7(t))− r6h̃3(t) cos(h̃7(t))

(29)

となる．また，式 (27)～式 (29)は次のように表せる．

 h̃3(t) R12(t) R13(t) h̃2(t) 0 0

0 R22(t) 0 0 h̃5(t) 0

0 0 R33(t) 0 0 h̃8(t)




Ja

r9
r10
ba
bp1
bp2


=

 Z1(t)

r7 sin(h̃4(t))− r5h̃3(t) cos(h̃4(t))

r8 sin(h̃7(t))− r6h̃3(t) cos(h̃7(t))



ここで，R,ψ,Z を

R =

 h̃3(t) R12(t) R13(t) h̃2(t) 0 0

0 R22(t) 0 0 h̃5(t) 0

0 0 R33(t) 0 0 h̃8(t)

 ,

ψ =


Ja
r9
r10
ba
bp1
bp2

 ,

Z =

 Z1(t)

r7 sin(h̃4(t))− r5h̃3(t) cos(h̃4(t))

r8 sin(h̃7(t))− r6h̃3(t) cos(h̃7(t))


とし，最小二乗法から同定する未知パラメータを求める．

ただし，

R12(t) =h̃3(t) sin
2(h̃4(t))

+ 2h̃2(t)h̃5(t) sin(h̃4(t)) cos(h̃4(t))

R13(t) =h̃3(t) sin
2(h̃7(t))

+ 2h̃2(t)h̃8(t) sin(h̃7(t)) cos(h̃7(t))

R22(t) =h̃6(t)− h̃22(t) sin(h̃4(t)) cos(h̃4(t))

R33(t) =h̃9(t)− h̃22(t) sin(h̃7(t)) cos(h̃7(t))

Z1(t) =tbu− tah̃2(t) + r5h̃
2
5(t) sin(h̃4(t))

+ r6h̃
2
8(t) sin(h̃7(t))− (r3 + r4)h̃3(t)

とする．

振子 1に全長 35[cm]，振子 2に全長 20[cm]の振子を取

り付けて，実験毎に周波数の異なる正弦波入力を印加し，

5回の同定実験を行った．実験結果では，慣性モーメント

や粘性摩擦係数の同定値が負の値を取るという問題が発生

した．原因としてアームのみの同定実験と同様に，モータ

の性質により正弦波入力を印加するとアームが正の方向に

ずれてしまうという点が挙げられる．またもう一つ考えら

れる原因として，同時同定法の性質上必ずしも真値を同定

するわけではないという点が挙げられる．このため，実験

機全体のモデルを用いて同定実験を行うことは容易ではな

いと考えられる．以上から，未知パラメータは本章で示し

ている 3つの実験方法での同定値を制御実験で用いた．

5 並列回転倒立振子の安定化制御

並列回転型倒立振子システムでは，二つの振子の固有振

動数が異なれば理論的に可制御であり，これが一致すれば

不可制御であることが知られている [3][4]．本節では可制

御性行列と特異値分解を用いてこれを検証する．また，本

研究では線形最適制御による安定化を行う．設計した制御

則を用いたシミュレーションを行い，安定化が可能である

ことを確認した．

5.1 並列回転型倒立振子システムの解析

前述の並列回転型倒立振子に対して，可制御性行列と特

異値の観点から解析を行う．

5.1.1 可制御性行列と特異値

一般的に可制御性行列Mc は，そのランクによってシス

テムの可制御性を判断するのに用いられる．式 (14)より，

システムの可制御性行列は，

Mc =
[
B AB A2B · · ·A5B

]
(30)

と表せる．この式がフルランクであればシステムは可制御

である．ここでは，特異値が行列のランクの数だけ存在す

ることを利用して最小特異値 σ(Mc) から可制御性を判断

する．システムの特異値分解は

A = UΣV (31)

と表される．U，V は直交行列である．Σの対角成分で非

ゼロのものが特異値である．Σの対角成分はシステムの次

数だけ存在するため，これにゼロが現れればシステムは不

可制御である．

5.1.2 解析結果

前小節で述べた性質を利用して並列回転型倒立振子の可

制御性を検証する．振子の長さを変化させて Σ の対角成

分の最小値をプロットしたものが次の図 10である．
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図 10 解析結果

図 10からわかる通り，lp1 と lp2 が同じ長さになったと

き Σの最小成分が 0となり，可制御性行列がフルランクで

なくなる．それ以外では対角成分が非 0であるため可制御

であると考えられる．

5.2 実験機の物理パラメータ

前章で推定した値などを含めた，実験機のパラメータを

に表 5示す．

表 5 実験機の物理パラメータ

記号 値

Ja 7.03× 10−3[kg ·m2]

Jp1 7.34× 10−4[kg ·m2]

Jp2 2.11× 10−3[kg ·m2]

mp1 0.03[kg]

mp2 0.053[kg]

la 0.175[m]

lp1 0.1[m]

lp2 0.175[m]

ba 5.32× 10−2[N · s/rad]
bp1 3.48× 10−4[N · s/rad]
bp2 5.50× 10−4[N · s/rad]
Ra 0.165[kg ·m2]

KE 0.1179[kg ·m2]

KT 19.5× 10−3[kg ·m2]

g 9.8[m/s2]

n 1 : 5

5.3 線形最適レギュレータの設計

ここでは，並列回転型倒立振子の安定化制御を線形最適

制御問題と考え，線形最適状態フィードバックによって安

定化の達成を図る．線形最適状態フィードバックは，評価

関数

J =

∫ ∞

0

(xTQx+ uTRu) dt,Q ≥, R > 0 (32)

に対する Riccati方程式

PA+ATP − PBR−1BT +Q = 0 (33)

の解 P を用いて構成される．式 (33)の解を求め，線形最

適状態フィードバック則が

u = −Kx = −R−1BTPx (34)

と得られる．

評価関数の重み行列 Q，Rは以下のように選ぶ．

Q =


5 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 5

 , R = 8 (35)

5.4 非線形モデルでのシミュレーション結果

図 11，12 は，本節で求めた制御器による非線形モデル

に対してのシミュレーション結果である．倒立状態近傍の

初期状態 x(0) = [0, 10π180 ,
10π
180 , 0, 0, 0][rad] から各状態が原

点に収束している．過電流防止のため電圧飽和を 15[V]に

指定している．図 12 より，制御入力は実験可能な範囲で

ある．

図 11 ϕ,θ1,θ2 のシミュレーション結果

図 12 入力電圧のシミュレーション結果

5.5 線形最適レギュレータとオブザーバの併合系

実験を行う際，サンプリングタイムは 1.0[ms]とし，アー

ムと振子の角度はロータリエンコーダで測定することを想

定している．状態フィードバックを行うにあたり，ϕ̇，θ̇1，

θ̇2 の値を観測する必要があるが，これらの値は直接観測す

ることができないため，オブザーバを設計することで，ϕ̇，

θ̇1，θ̇2 を得る．

8



5.5.1 双対システム

エンコーダから得られるのはアーム，振子の角度のみで

あるため行列 C を次のように定義する．

C =

[
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

]
(36)

式 (14) より線形システムの状態方程式は次のように表さ

れる． {
ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(37)

これの双対システムは{
ż = ATz + CTv

w = BTz
(38)

と得られる．

5.5.2 オブザーバの設計

オブザーバの変数を次のように表す．

x̂(t) =
[
ϕ̂ θ̂1 θ̂2

˙̂
ϕ

˙̂
θ1

˙̂
θ2

]T
(39)

双対システム上で線形最適レギュレータを設計する．実シ

ステムの状態空間表現は次に示す．ただし，Lはオブザー

バゲインである．{
˙̂x = Ax̂+Bu+ L(y − ŷ)

ŷ = Cx̂
(40)

前小節で求めた双対システムに対して線形最適制御を適用

すると，評価関数は

Jo =

∫ ∞

0

(zTQoz + vTRov) dt,Qo ≥, Ro > 0 (41)

で表される．前節同様に Riccati方程式を解くことで，状

態フィードバックゲイン形式のコントローラ

v = Koz (42)

を設計して双対システムの状態フィードバックゲイン Ko

を求める．オブザーバゲイン Lは次式で与えられる．

L = −KT
o (43)

5.5.3 非線形モデルでのシミュレーション結果

図 13～16 は線形最適レギュレータとオブザーバを

併合した制御機による非線形モデルに対してのシミ

ュレーション結果である．初期状態は前節と同じく

x(0) = [0, 10π180 ,
10π
180 , 0, 0, 0][rad]であり，オブザーバの初期

値は x̂(0) = [0, 0, 0, 0, 0, 0][rad] としている．前節同様に

安定化が達成されている．しかし，角速度を完全に推定す

るまでに 1[s]程度かかっており実用上問題があると考えら

れる．

図 13 ϕ,θ1,θ2 のシミュレーション結果

図 14 入力電圧のシミュレーション結果

図 15 θ̇1 のシミュレーション結果

図 16 θ̇2 のシミュレーション結果

6 実験

実験機が設計通りに機能するかを確認するために，単独

の倒立振子の安定化を初めに行った．単独の倒立振子の安

定化実験で用いたモデルと制御器は [2]を参考に作成した．

その後，設計した制御器を用いて並列回転型倒立振子の

安定化実験を行った．サンプリングタイムはどちらの実験

でも 1[ms]である．
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6.1 擬似微分器

本実験ではオブザーバは使用せず，角速度はローパス

フィルタ付き擬似微分器

F (s) =
62.38s

s+ 62.38
(44)

を用いて取得した．ローパスフィルタのカットオフ周波数

は 10[Hz]である．

6.2 単独の倒立振子の安定化実験

まず初めに，線形最適レギュレータによる振子２の安定

化実験を行った．実験結果を次の図 17，図 18に示す．振

子が倒立状態を維持し，安定化が達成されていることが確

認できる．入力電圧が小さく振動しているのはアームが持

つ不感帯の影響と考えられる．以上から，実験機は十分実

用に足ると判断した．

図 17 角度の実験結果

図 18 入力電圧の実験結果

6.3 並列回転型倒立振子の安定化実験

設計した線形最適レギュレータを用いて安定化実験を

行った．最も倒立状態の良好な実験結果を次の図 19，図

20に示す．振子に細かい振動が見られるが，倒立状態を維

持している．この振動はクーロン摩擦，あるいはアームが

持つ不感帯の影響であると考えられる [3]．これによりシ

ミュレーション上で設計した制御器では振子の角度に対し

て感度が高く，過大な入力が印可される傾向が見られた．

試行錯誤により，線形最適レギュレータのゲインを前節の

ものより小さくなるよう設計することで良好な結果が得ら

れた．実験結果より，設計した実験機は倒立振子を題材と

した研究に十分有用であると考えられる．
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図 19 角度の実験結果
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図 20 入力電圧の実験結果

7 おわりに

本稿では並列回転型倒立振子実機の設計，製作，並列回

転型倒立振子システムのモデリング，システム同定および

安定化シミュレーションと実機を用いた実験について説明

した．並列型の倒立振子は直列の二重倒立振子よりも制御

難度が高く，制御則の有用性を確認する上で興味深い題材

である．本稿内では並列回転型倒立振子の倒立状態維持を

達成した．実験結果から，設計・製作した実験機が研究す

るうえで実用に足ると考えられる．今後は実験機と実験環

境の修正を行い，より扱いやすい実験機に仕上げていくと

ともに，制御器のチューニングを行う．その後に，振り上

げ安定化の制御器開発を行いたいと考えている．
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