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1 はじめに

ABSは強い非線形性をもち,依存する変動パラメータに

対しロバスト性を保証させるコントローラをもつ. ディス

クリプタ表現によりパラメータ変動を局所的にしてパラ

メータ依存リアプノフ関数に基づいたゲインスケジューリ

ング制御器を設計しスリップ率を安定化させる. 安定させ

るための重要なパラメータである路面摩擦係数とコーナリ

ングフォースはスリップ率に依存し, 図 1 からスリップ率

は 0.2のとき路面摩擦係数とコーナリングフォースは最大

となり最適値である.よって,目標スリップ率を 0.2とする

[1][2].

図 1 制動摩擦係数,コーナリングフォースとスリップ率の

関係

2 モデリング

モデリングに用いる実験機の簡略図を図 2に示す. 上の

車輪は車の車輪, 下の車輪は道路を表している.上の車輪に

かかるブレーキングトルク τb を車輪間の摩擦係数が最大

になるよう操作することでスリップ率を 0.2に追従させる

[3].

図 2 使用する実験機の簡略図

モデリングに用いるパラメータを表 1 に示す. 次に示

す実験機のパラメータの中で使用する変動パラメータは二

つの車輪の角速度,ブレーキトルク, 車輪間の摩擦係数, ス

リップ率である. また, 設計では実験機のパラメータを用

いる. このとき摩擦係数はスリップ率に依存する.

表 1 物理パラメータ

ブレーキトルク τb[N/m]

垂直効力 Fn[N]

上の車輪の半径 r1[m]

下の車輪の半径 r2[m]

上の車輪の角速度 ω1[rad/s]

下の車輪の角速度 ω2[rad/s]

上の車輪の慣性モーメント J1[kgm]

下の車輪の慣性モーメント J2[kgm]

車輪間の摩擦係数 µ

バランスレバーにかかるトルク　 τg　 [N/m]

バランスレバーから接地点までの距離　  L　 [m]

線分 Lと車輪の接点の法線がなす角　　　 φ　 [rad]

スリップ率 λ　

これから微分方程式の導出を行う. 上の車輪の回転運動

式を次式のように示す.

J1ω̇1(t) = Fnr1µ(λ) −τb(t) (1)

また, 下の車輪の回転運動式を次式のように示す..

J2ω̇2(t) = −Fnr2µ(λ) (2)

このときのスリップ率は, 次のように定義される.

λ (t) =
r2ω2(t) − r1ω1(t)

r2ω2(t)
(3)

垂直抗力は次式のように示せる.

Fn =
τg +τb(t)

L(sin(φ) − µ(λ) cos(φ))
(4)

(1), (2) 式に (4) 式をそれぞれ代入するとを次式のよう

に示せる.

J1ω̇1(t) =
τg +τb(t)

L(sin(φ) − µ(λ) cos(φ))
r1µ(λ) −τb(t)

(5)

J2ω̇2(t) = − τg +τb(t)

L(sin(φ) − µ(λ) cos(φ))
r2µ(λ) (6)

次にスリップ率の時間微分について考える. スリップ率

の時間微分の関係を次のように示す.

λ̇(t)ω2(t) = −r1
r2
ω̇1(t) +

r1ω1(t)

r2ω2(t)
ω̇2(t) (7)
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(7) 式に (5) 式の ω̇1(t) について解いたものと (6) 式の

ω̇2(t)について解いたものを代入してスリップ率について

解いたものは非線形なので平衡点 (λ∗,τb∗) 周りで線形

化したものを次のように示す. λ∗は目標スリップ率, τb∗
は目標スリップ率を維持するブレーキングトルクを表す.

λ̇ ≃ λ̇(λ∗,τb∗)+
dλ̇

dλ
|λ=λ∗ (λ−λ∗)+

dλ̇

dτb
|τ=τb∗ (τb−τb∗)

(8)

前式について解いたものを次のように示す.

λ̇ω2(t)

= −(τg +τb∗)(
r21
J1r2

d
dλµL sin(φ)

L2(sin(φ) − µ(λ) cos(φ))2

+
r2
J2

d
dλµ(λ)L sin(φ)

L2(sin(φ) − µ cos(φ))2

− r2
J2

d
dλµ(λ)L sin(φ)

L2(sin(φ) − µ cos(φ))2
λ∗

− r2
J2

µ(λ)

L(sin(φ) − µ cos(φ))
)(λ− λ∗)

+ (− r21
J1r2

µ(λ)

L(sin(φ) − µ cos(φ))

+
r1

J1r2
− r2
J2

µ(λ)

L(sin(φ) − µ(λ) cos(φ))
(1−λ∗))(τb−τb∗)

(9)

以下, (9)式の (λ− λ∗)の係数を α, (τb −τb∗)の係数を

β とする.

これで微分方程式の導出を完了する.

3 状態方程式の導出

次に制御器設計に用いる状態方程式を作成する [4]. 出力

を目標値に追従させるために制御ループ内に積分器を状態

変数に入れた. 拡大系の状態変数を次のように示す.

x(t) = [x1(t) x2(t)]T = [

∫
(λ−λ∗)dt λ−λ∗]T (10)

入力を u(t) = τb −τb∗ とするシステムの拡大系を次の
ように示す.

E(ω2(t))ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (11)

E =

[
1 0
0 ω2(t)

]

A =

[
0 1
0 α

]

B =

[
0
β

]
(11)式からわかるように,行列である E が変動パラメータ

を含んでいるシステムということが分かる. そこで、ディ

スクリプタ方程式を使って変動パラメータを行列 A に持

たせることで行列 E に変動パラメータを含まない形に変

形する.

4 ディスクリプタ方程式の導出

ディスクリプタ方程式とは, 動的システムの数式モデル

として物理量を保存しながら, 静的拘束条件と動的要素と

同時に複雑な変換をせず記述できるようモデル表現したも

のである. 初めに, ディスクリプタ変数を次のように示す.

xd(t) =

[
x(t)

λ̇(t)

]
(12)

このとき (12)式から, ディスクリプタ方程式を次のように

示す.
Edẋd(t) = Ad(ω2(t))xd(t) + Bdµ(t) (13)

Ed =

[
1 0 0
0 1 0
0 0 0

]
,

Ad =

[
0 1 0
0 0 1
0 α −ω2(t)

]

Bd =

[
0
0
β

]

これでディスクリプタ表現を完了し, モデリングを終える.

5 ゲインスケジューリングコントローラ

変動パラメータである車体速度, すなわち下の車輪の角

速度 ω2 をスケジューリングパラメータとし, それを θ と

おく. パラメータ依存リアプノフ関数に基づいたゲインス

ケジューリングコントローラを設計する. 最適レギュレー

タ理論に基づく状態フィードバックゲインスケジューリン

グ制御器を設計する. 設計するにあたって使用する線形シ

ステムを次のように示す [5][6].{
Edẋd(t) = Ad(θ)xd(t) + Bdww(t) + Bdu(t)

z(t) = Cdxd(t) + Ddu(t)
(14)

Bw =

[
1 0
0 1

]
, Bdw =

[
Bw

0

]
(15)

Cd = [ Wx 0 ] , Dd =

[
0

R
1
2

]
,Wx =

[
Q

1
2

0

]
(16)

このとき, w(t) はインパルス外部入力, z(t) は評価する出

力, Qは状態変数の重み行列, Rは入力の重みとし,Qと R

は正方行列である. θ はスケジューリングパラメータであ

り,ω2(t) に対応している. インパルス入力の初期値を w0

とした時の制約を次に示す.

w0w
T
0 = I (17)

評価関数 J を次のように示す.

J =

∫ ∞

0

(x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t))dt (18)
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ここで入力について

u(t) = Kd(θ)xd (19)

とし,Ad2(θ) = Ad(θ)+BdKd(θ),Cd2(θ) = Cd +DdKd(θ)

としたときのシステムを次のように示す.{
Edẋd(t) = Ad2(θ)xd(t)

z(t) = Cd2(θ)xd(t)
(20)

このシステムをリアプノフの安定論を用いて安定条件を導

出する. リアプノフ関数を次に示す.

V (xd(t)) = xd(t)TET
d PdEdxd(t) ≻ 0 (21)

このときの条件を次のように示す.

Pd ≻ 0, EdPd = (EdPd)T ⪰ 0 (22)

リアプノフ関数の微分について次に示す.

V̇ (xd(t)) = ẋd(t)TET
d PdEdxd(t) + xd(t)TET

d PdEdẋd(t)

= xd(t)T (Ad2(θ)TPd + PT
d Ad2(θ))xd(t)

(23)

(23)のリカッチ行列からリアプノフ安定の条件を次のよう

に示す.

Ad2(θ)TPd + PT
d Ad2(θ) ≺ 0 (24)

よって次式を満たし,漸近安定であることを示せる.

V̇ (xd(t)) = xd(t)T (Ad2(θ)TPd + PT
d Ad2(θ))xd(t) ≺ 0

(25)

次に,Xd = P−1
d としたとき (24) 式について左側から

XT
d , 右側から Xd をかけて次のように示す.

XT
d Ad2(θ)T + Ad2(θ)Xd + XT

d C
T
d2Cd2Xd ≺ 0 (26)

schurの補題を用いて LMI（線形行列不等式) に変形し

たものを次に示す.[
XT

d Ad2(θ)T + Ad2(θ)Xd XT
d C

T
d2

Cd2Xd −I

]
≺ 0 (27)

Kd(θ)Xd = Yd(θ)としたとき (27)は次のように示せる.

M = Yd(θ)TBd(θ)T + XT
d Ad2(θ) + Ad2(θ)Xd + BdYd(θ)

(28)

[
M Yd(θ)TDT

d + XT
d C

T
d

CdXd + DdYd(θ) −I

]
≺ 0

(29)

次にリアプノフ行列 Xd と行列 Yd を次のように定義する.

Xd =

[
X 0
X21 X22

]
(30)

Yd(θ) = [ Y (θ) 0 ] (31)

このとき次のような条件を導出する,

X > 0 (32)

X−1 の上限値をW として次の関係を導出する. このと

き,γ は評価関数の上限値と定義する.[4] の成果から引用

する.

X−1 ≺ W (33)

trace[W ] ≺ γ (34)

ここで (33)式,(34)式に Schurの補題を用いて[
W I
I X

]
≻ 0 (35)

Y (θ)は次のように表せる.

Y (θ) = Y0 + θY1 (36)

変動するパラメータ θ について, すべての状況でロバスト

性を保証するため最小の θ の値を θ,最大の値を θ とする.

この安定条件から LMI定式化を行う.評価関数 J を最小と

するゲインスケジューリングコントローラを求める LMI

条件を (37)～(42)式に示す.

minimize : γ (37)

subject to : X ≻ 0 (38)

[
G1 Yd(θ)TDT

d + XT
d C

T
d

CdXd + DdYd(θ) −I3∗3

]
≺ 0(39)

G1 = Yd(θ)TBT
d +XT

d Ad(θ)T +Ad(θ)Xd +BdYd(θ)と

する.

[
G2 Yd(θ)TDT

d + XT
d C

T
d

CdXd + DdYd(θ) −I3∗3

]
≺ 0(40)

G2 = Yd(θ)TBT
d +XT

d Ad(θ)T +Ad(θ)Xd +BdYd(θ)と

する. [
W I
I X

]
≻ 0 (41)

trace[W ] ≺ γ (42)

この変動パラメータ θ 範囲内で上の条件を満たす

Xd,Yd(θ) が存在するとき漸近安定である. 次式をゲイ

ンスケジューリングコントローラとし, 制御器設計を完了

する.

Kd(θ) =
[
Y (θ)X−1 0

]
(43)
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6 シミュレーション

初めに, 比較的乾いた路面のような状況である上の車輪

と下の車輪の摩擦係数が約 0.6のときのスリップ率につい

て図 3 に示す. シミュレーションの際の状態変数の重みは

Q = 80,入力の重みは R = 0.05としスケジューリングパ

ラメータについて 10 < ω2 < 50という範囲で行った.
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図 3 摩擦係数が約 0.6 のときのスリップ率のシミュレー

ションの結果

図 3からスリップ率が 0.2に収束はしていない.しかし、

ブレーキトルクは正常にかかっているので十分にブレーキ

はかかっていて,ABSの機能は果たしていると考察した.

次に, より滑りやすい路面である摩擦係数が約 0.4 の時の

スリップ率について図 4に示す.
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図 4 摩擦係数が約 0.4 のときのスリップ率のシミュレー

ションの結果

図 4 に示すようにスリップ率は 0.2 に収束している

が,t = 1を過ぎると乱れていることがわかる.しかし,これ

は車体速度が十分に収束したためと考え,ABSとしての機

能は果たしていると考察した.

次に, より滑りやすい路面である摩擦係数が約 0.1 のと

きのスリップ率について図 5に示す.
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図 5 摩擦係数が約 0.1 のときのスリップ率のシミュレー

ションの結果

図 5に示すようにスリップ率は 0.2に向かっているが収

束には至っていない.

7 おわりに

本研究での成果は,ABS の数学モデルの導出, ゲインス

ケジューリング制御の LMI条件の導出である.
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