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1 はじめに

本研究の目的は， 大学入試で出題された問題を what-if-

not strategy を用いて問題を作り 変え， 問題の計算量と難

易度を比較し考察することで， 高校数学に対する理解をよ

り 一層深めることである． ここで what-if-not strategy と

は， 1 つの問題に対して“ もしそう でなかったら ” を考え

ることによって， 問題の理解を深める手法である ([1])． 本

研究ではこの手法を問題文の条件の作り 変えとして適用す

る． 扱った問題は [2]の 7題で本稿ではそのう ちの問題 37

の前半を示す． 以下の 2 節で発展的考察の結果を示し ， 3

節で計算量と難易度を比較した結果を示す．

2 双曲線の問題の発展的考察

この節では， [2]の問題 37の前半に対する， 問題の作り

変えによる考察を示す． もとの問題を以下に示す．

問題． 座標平面上に , 双曲線 C :x2 − y2 = 1 と点 A(2, 0)

がある． 点 A を通り 双曲線 C と 1点のみで交わる直線を

求めよ ．

本稿では， この問題の「 A(2, 0)」 を「 A(a, b)」，「 で交わ

る」 を 「 を共有する」 に置き換えた問題を考える (図 1)．

図 1 問題作り 変え後の図

作り かえた問題の略解． 点 A(a, b) を通る直線は x = a，

または y = m(x− a) + b と表せる．

(1)x = aのとき： a = 1,−1のときだけ x = aは求める直

線である．

(2)y = m(x− a) + bのとき： C に代入して， 整理すると ，

x2 − {m(x− a) + b}2 = 1

(1−m2)x2+2(m2a−mb)x−(m2a2−2mab+b2+1) = 0
(∗1)

となる． (∗1)の解が 1つに定まれば直線 y = m(x−a)+ b

と C の交点が 1 つに定まる． よって (∗1)の解が 1 つに定

まるよう な m を求めれば， 求める直線は y = m(x−a)+ b

にその m を代入すればよい．

(2.1)m = 1のとき： (∗1) に m = 1 を代入して

2(a− b)x = a2 − 2ab+ b2 + 1

x =
(a− b)2 + 1

2(a− b)
(ただし a 6= b)

つまり ， a 6= bのときは (∗1)の解が 1つに定まるが， a = b

のときは (∗1) は解を持たない (y = (x − a) + b が双曲線

の漸近線となる )．

　よ って a 6= b のと きだけ求める直線が存在して， y =

(x− a) + bである．

(2.2)m = −1のとき： (2.1) と同様に， a 6= −bのときだけ

求める直線が存在して， y = −(x− a) + bである．

(2.3)1−m2 6= 0のとき： (∗1)の判別式を D1 とすると

D1/4 = (a2 − 1)m2 − 2mab+ b2 + 1

であり ， D1/4 = 0 ⇐⇒ 「 (∗1)の解が 1 つに定まる」 が成

り 立つ． だから ， D1/4 = 0 を満たす m を求めればよい．

以下， D1/4 = 0の m2 の係数により 場合分けして求める．

(2.3.1) a2 6= 1のとき： D1/4 = 0 を m についての 2次方

程式と考え， その判別式を D2 とすると

D2/4 = (b2 − a2) + 1

と なる ． こ こ で D2/4 の符号によ る 場合分けを 行う ．

(2.3.1.1)D2/4 < 0，すなわち a2−b2 > 1のとき： D1/4 6= 0

であり D1/4 = 0 を満たす mは存在しない．

　よ っ て a2 − b2 > 1 のと き求める直線は存在し ない．

(2.3.1.2)D2/4 = 0， すなわち a2 − b2 = 1のとき： a2 6= 1

より b 6= 0で， a2 − 1 = b2 より ，

D1/4 = (bm− a)2

だから ， D1/4 = 0 を満たす mは m =
a

b
である． この m

は， 1−m2 = 1− (
a

b
)2 = − 1

b2
なので 1−m2 6= 0 を満た

している．

　よ っ て a2 6= 1, a2 − b2 = 1 のと き ， 求める直線は

y =
a

b
(x− a) + bである．

(2.3.1.3)D2/4 > 0，すなわち a2−b2 < 1のとき： D1/4 = 0

を満たす mは

m =
ab±

√
b2 − a2 + 1

a2 − 1

である． ここで m2 = 1かつ D1/4 = 0のとき a = b また

は a = −b だから ， a 6= b かつ a 6= −b のときこの 2 つの

mは m2 6= 1 を満たす．「 a 6= bかつ a 6= −b」 でない場合

は以下の通り である．
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a = b 6= 0のとき： D1/4 = 0を満たすmはm = 1,
a2 + 1

a2 − 1

となるが， m2 6= 1 より m =
a2 + 1

a2 − 1
である．

a = −b 6= 0 のと き： D1/4 = 0 を 満たす m は m =

−1,−a2 + 1

a2 − 1
となるが， m2 6= 1 より ， m = −a2 + 1

a2 − 1
で

ある．

a = b = 0のとき： D1/4 = 0 を満たす mは m = 1,−1 と

なるが， どちらも m2 6= 1 を満たさない．

　以上より a2 6= 1, a2 − b2 < 1のとき求める直線は

• a 6= b, a 6= −bで y =
ab±

√
b2 − a2 + 1

a2 − 1
(x− a) + b

• a = b 6= 0で y =
a2 + 1

a2 − 1
(x− a) + b

• a = −b 6= 0で y = −a2 + 1

a2 − 1
(x− a) + b

• a = b = 0の場合は存在しない．

(2.3.2)a2 = 1つまり a = ±1のとき：

D1/4 =

{

−2mb+ b2 + 1 (a = 1)
2mb+ b2 + 1 (a = −1)

である． b = 0 のとき D1/4 = 1 > 0 なので D1/4 = 0 の

とき b 6= 0で D1/4 = 0 を満たす mは．

m =











b2 + 1

2b
(a = 1)

−b2 + 1

2b
(a = −1)

である．

　よって，a = 1のとき求める直線は y =
b2 + 1

2b
(x−1)+b，

a = −1のとき y = −b2 + 1

2b
(x+ 1) + bである． �

以上より ， 求める直線の候補は

y = ±(x− a) + b　 (C の漸近線に平行な直線)

表 2 作り 変えた問題の計算量と難易度の変化を示した表

点 Aの位置 求める直線の本数 計算量の変化 難易度の変化

(i) 0 × ×

(ii) 2 元の問題に加え接線の方程式を 1

本求める必要がある

やや難しく なった

(iii) 4 元の問題に加え 1 点のみで交わる

直線を 2本求める必要がある

難しく なった

(iv)かつ a = ±1 3 ほぼ変わらず ほぼ変わらず

(iv)かつ a 6= ±1 3 元の問題に加え接線の方程式を 1

本求める必要がある

やや難しく なった

(v) 2 変わらず 変わらず

　

y =
ab±

√
b2 − a2 + 1

a2 − 1
(x− a) + b または y = ±a

(C に接する直線)

で， これらは Aの位置によって求める直線となるかどうか

が決まる． Aの位置は次の 5通り に分ける．

(i)原点

(ii)漸近線 y = ±x上 (原点を除く )

(iii)領域 {(x, y)|x2 + y2 < 1, x 6= y, x 6= −y}内
(iv)C 上

(v)領域 {(x, y)|x2 + y2 > 1}内
上の 5つの各位置に対して， 求める直線の候補のう ち， 何

本が求める直線となるかを表 1 にまとめておく ．

表 1 点 Aの位置と引ける直線の数の対応表

点 Aの位置 (i) (ii) (iii) (iv) (v)

C の漸近線に平行な直線 0 1 2 2 2

C に接する直線 0 1 2 1 0

合計 0 2 4 3 2

3 難易度と計算量の比較

この節では， 点 Aの位置が前節の 5つの場合についてそ

の計算量と難易度をもとの問題と比較した結果を示す． 具

体的に直線が 4本引ける場合， つまり ， 点 A が (iii) の位

置 (双曲線の内側かつ漸近線の上にない場合) が一番計算

量が多く ， 問題として難しいよう に感じた． 表 2 に他の場

合の比較した結果をまとめておく ． 表 2 においてもとの問

題は (v) に該当する．
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