
シミュレーションを用いたアメリカン・株式プットオプションの
最適行使タイミングの解析

2012SE001 赤壁あまね

指導教員：福嶋雅夫

1 はじめに

原資産価格に応じて価値の変わる派生証券（デリバティ

ブ）の一種にオプションがある（木島 [1, p.119]）．本研究
は，現実に市場で取引されているにもかかわらず明示的

な価格公式が知られていないアメリカン・プットオプショ

ンを対象に（Øksendal[3, p.283]），CRR 株価モデルにお
いて，アメリカン・株式プットオプションの理論価格と最

適行使時刻を算出し，コンピュータ・シミュレーションに

よって最適行使タイミング*1がどのように決定されるかを

観察する．次にシミュレーション結果からプットオプショ

ンの価格を評価できるとした場合，理論価格との差がどの

ようになるか検証する．

2 アメリカン・プットオプション

アメリカン・プットオプションとは，満期日 T までの任

意の時刻にあらかじめ定められた権利行使価格 K で当該

株式を売却できる権利をオプション保有者に与えるもので

ある．ある時刻 t ≤ T において原株式の価格 St がK 未満

であるならば，オプション保有者は当該株式を市場価格 St

で買い，行使価格 K で相手に売りつける（権利行使する）

ことによって利得 K − St(> 0) を得ることができる．し
たがって，時刻 tでのアメリカン・プットオプションの価

値は (K − St)+ = max {K − St, 0} を下回ることはない
（関根 [5, pp.30-31]）．オプション保有者はこのプットオプ
ションの価値が最大になるような行使タイミングを決定す

る，一種の最適停止問題に直面することになる（澤木・鈴

木 [4, p.128]）．

3 CRR株価モデル

時刻 t ≥ 0における株価を St で表し，rを無リスク利子

率，uを株価上昇率，dを下落率として，r̂ = r +1とする．
このとき CRR（Cox-Ross-Rubinstein）株価モデルは

St = St−1u
Xtd1−Xt , d < r̂ < u, 1 < r̂

で表される．ここで，{Xt} は各時刻 t において確率 p で

1（株価上昇），または確率 1 − pで 0（株価下落）のいず
れかの値を取る i.i.d なベルヌーイ確率変数 Xt ∼ Be(p)
の列である．p は現実の株価上昇確率であるが，後述の

p∗ =
r̂ − d

u− d
はリスク中立確率である．

*1「最適行使タイミング」とはシミュレーションにおいて，オプショ
ン保有者が最適に振る舞うとき，実際に権利行使が起こる時刻の
ことである．以降は，単に行使タイミングと記す．

4 理論価格と最適行使時刻

CRR 株価モデルにおけるアメリカン・プットオプショ
ンの時刻 t（≤ T − 1）における理論価格は終端条件を
PT (ST ) = (K−ST )+ とする以下の再帰方程式（ベルマン
方程式）

Pt(St) = max
{

K − St,
1
r̂

(
p∗Pt+1(uSt)

+ (1− p∗)Pt+1(dSt)
)} (1)

を満たす（Musiela-Rutkowski[2, pp.60-61]）．時刻 t以降

の最適行使時刻は次式で与えられる．

τ∗t = min {s ∈ {t, · · · , T} |K − Ss ≥ Ps(Ss)} (2)

5 シミュレーション手順

オプション保有者は最適行使時刻と権利行使できる状態

に株価パスが最初に到達した時点でオプションを行使する

ということを前提として，以下の手順でシミュレーション

を行う．

1. 一組のパラメータ S0，K，u，d，T，r をセットし，

(1)式を用いて理論価格をバックワードに求める．

2. 次に t = 0からスタートし，1で求めた理論価格に対
し，(2)式で定められる最適行使時刻 τ∗t を各 t ≥ 0の
状態 St ごとに求める．この最適行使時刻が，最適行

使タイミングの候補である．

3. ベルヌーイ分布に従う乱数を用意し，株価変動を表す
パスを作る．このとき，株価上昇確率 pを与えること

によって乱数を発生させる．

4. 3の手順を 10000回繰り返し，10000回の試行中各最
適行使時刻において何回権利行使をしたかを見る．

5.1 K と pを変化させたシミュレーション

権利行使価格 K を K = 2400, 2398, 2396, 2394
に，またそれぞれの K に対して株価上昇確率 p を

p = 0.4, 0.45, 0.5, 0.55, 0.6に変化させシミュレーション
を行い，行使タイミングがどのような傾向を示すか観察す

る．これら 20 通りのシミュレーションで変化させないパ
ラメータは共通して S0 = 2400，u = 1.0003，d = 0.9995，
T = 100，r = 0.0001とした．このとき p∗ = 0.75である．

K = 2394, p = 0.5とした場合のシミュレーション結果
を例に取ると，1万回の試行中，各最適行使時刻（横軸）で
権利行使が起こった回数（縦軸）は図 1のようになる．
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図 1 権利行使回数（K = 2394, p = 0.5）

K, p の変化に対する 20 通りのシミュレーション結果
の傾向を明確にするために，折れ線グラフで表示する．満

期までの 100期を縦軸に取り，全試行の 80%（1万回の試
行中 8000回）が権利行使をした時刻を，K の各値に対し

5つの p値（横軸）ごとにプロットし線でつないだのが図

2 である．K = 2396, 2394 では p = 0.6 のときの値がな
いが，これは満期までに権利行使ができた試行が全試行中

8000回未満であったことを表している．

図 2 全試行の 80%が権利行使をした時刻

各K に関して図 2の傾向を見れば，どのK においても，

pが小さいほど全試行の 80%が権利行使した時刻は早く，
大きくなるにつれ時刻は遅くなっている．この傾向は次の

要因が考えられる．権利行使可能であるのは，少なくとも

株価がK − St(> 0)を満たすときである．p < 0.5のとき
は株価パスは下落しやすいため，速やかに行使可能な株価

の状態に到達しやすく，早期に権利行使が行える．反対に

p > 0.5のときは株価パスが上昇しやすいため，満期まで権
利行使が行えない場合，満期付近でようやく権利行使が可

能となる場合が多くなる．次に，どの pにおいても，K の

値が小さいものほど 80%が権利行使した時刻は遅く，大き
いものほど権利行使した時刻は早い．S0 = 2400と設定し
ているので，K と S0の差はK = 2400, 2398, 2396, 2394
に対して，K−S0 = 0, −2, −4, −6と大きくなっていく．
つまり，Kが S0と比べ，小さければ小さいほどK−St > 0
に至るには時刻 0 から株価は大きく下落しなければなら
ず，権利行使するまでに時間がかかるのである．

6 アメリカン・プットオプションの価格

5.1節のシミュレーション結果を用い，時刻 0での価格
が決定できるとすると，プットオプションの価格として

∑
τ∈T ∗ {r̂−τ (利得)τ × (権利行使した回数)τ}

全試行回数 (= 10000)
(3)

を用いることが考えられる．ここで，T ∗ は最適行使時刻
の集合，r̂−τ (利得)τ はある最適行使時刻 τ で権利行使し

た場合に得られる利得を 0 期まで割引いた値を表し，(権
利行使した回数)τ はシミュレーションにおいてその τ で 1
万回中何回権利行使したかを表している．図 3の折れ線グ
ラフ上の点は（3）式によるプットオプションの価格を示
している．どの場合も，（3）式で定めた価格は pの取り方

によって全く違う値を取る．

図 3 理論価格と平均利得（K = 2400）

プットオプションの真の価格（この場合は 0期の理論価
格）は，ベルマン方程式を用いて pに依らず各K に対して

一意に決定される（図の直線がプットオプションの真の価

格）．（3）式をプットオプションの価格とすると，p = 0.75
以外では理論価格と大きく乖離することが分かる．使用し

たパラメータの値に対して p∗ = 0.75 であった．つまり
p = 0.75のときは仮想的なリスク中立確率と現実の確率が
等しくなる状況をシミュレートしたことになり，1万回の
試行でそれぞれ得られた利得を平均する（3）式の結果は，
リスク中立確率のもとで期待値をとることと同じである．

よって，このケースでのみ，理論と近い値になったと考え

られる．（3）式は，p < p∗ ではプットオプションの価格を
過大評価，p > p∗ では過小評価してしまうことになる．

7 おわりに

最適行使タイミングは以下の二つの傾向を示すことを明

らかにした．第一は現実の株価上昇確率を表す p が小さ

いときは権利行使価格 K の値によらずほぼ全ての試行で

早期行使が最適となり，権利放棄は起こらなかった．第二

はK が初期株価 S0 に近いほど早期行使の傾向が強い．シ

ミュレーションの結果を用いてアメリカン・株式プットオ

プションの価格を評価できるとした場合，一般の pに対し

ては現実をシミュレートしたものから理論価格を求めるこ

とはできず，p < p∗ のときは価格を過大評価，p > p∗ の
ときは過小評価してしまう．p = p∗ においてのみ両者が
ほぼ等しくなる．
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